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摘 要

摘 要

本文主要围绕幂运算及 Steenrod 运算展开, 以拓扑向量丛代数化问题的最新
进展为导向,介绍了自上世纪五十年代以来 Steenrod运算的发展情况,穿插有拓扑
K理论上幂运算相关内容.文章主要分为理论与应用两个部分.理论部分是对经典
版本和代数几何版本 Steenrod运算构造及性质的回顾,除此之外还包含有对拓扑 K
理论上幂运算及 Adams运算的构造、性质和关系的介绍.应用部分则主要介绍周
群上 Steenrod运算在拓扑向量丛代数化问题上的应用.
理论部分是本文的第二章至第四章.第二章沿着 Steenrod和 Epstein的思路介

绍了经典上同调理论上 Steenrod运算的构造和性质.第三章在介绍拓扑 K理论的
相关背景和幂运算后, 借由对称群表示环与运算的对应关系构造出拓扑 K 理论上
的经典运算（如 Adams运算等）并给出运算间的显式关系.第四章则详细描述了
Brosnan对周群上 Steenrod运算的构造及其主要性质.
应用部分是本文的第五章, 主要介绍周群上 Steenrod 运算在拓扑向量丛代数

化问题上的应用.第五章首先介绍了这一问题的历史背景及研究现状.简单来说,该
问题主要研究复系数多项式环商环上的有限生成投射模与复数域上的仿射代数簇

上的拓扑向量丛之间的对应关系. 这个问题的三维及以下版本在上世纪七八十年
代就得到了解决:Kumar、Murthy和 Swan证明了三维及以下的拓扑向量丛可被代
数化等价于其具备代数陈类.但该问题的四维及以上版本始终未有进展,直到 2019
年.本文在第五章阐述了 2019年 Asok, Fasel和 Hopkins利用周群上的 Steenrod运
算描述的四维二秩拓扑向量丛可代数化的充要条件, 并给了一个具备代数陈类但
不可代数化的拓扑向量丛的例子.

关键词：上同调理论；幂运算；Steenrod运算；拓扑向量丛代数化；周群
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第 1章 简介

第 1章 简介

代数拓扑的一个重要任务就是通过构造合适的不变量来刻画研究对象的性质

和差异.对于拓扑空间、向量丛以及代数簇而言,普通同调、上同调理论、拓扑K理
论和周群都提供了基本而常用的代数工具. 它们一方面将几何问题转化为代数问
题,另一方面也为计算和分类工作提供了实际帮助.然而,随着研究的不断深入,单
纯依靠上同调理论本身已无法满足实际工作的需要. 要想探测对象间更精细的差
异,还需要引入上同调的运算结构.正是在这样的背景下,幂运算和 Steenrod运算相
关理论开始出现并逐渐完善,由此推动了代数拓扑和代数几何的进一步发展.这一
发展脉络将体现在本文的第二、三、四章.周群上的 Steenrod运算在拓扑向量丛代
数化问题上的应用也将体现在本文的第五章.
从历史的角度来看,本文第二章至第五章所讨论的内容大致对应于 20世纪中

叶以来几个不同阶段的数学成果.20 世纪 50 年代,Steenrod 与 Epstein 在经典上同
调理论上系统性地构造了 Steenrod 运算与 Steenrod 代数, 发现了模 p 的经典上同
调理论携带的丰富的运算信息 [28].20 世纪 70 年代前后,Atiyah 和 Hirzebruch 借鉴
Grothendieck在证明 Riemann-Roch定理时构造的代数簇的 K群概念,发展了拓扑
K理论和拓扑 K理论上的幂运算,这也是人们发现的第一个广义上同调理论.进入
21世纪后,随着 motivic上同调理论与 𝔸1-同伦论的建立与成熟,许多拓扑中已有的
概念也被逐渐定义在了代数几何中.2003年Brosnan受 Steenrod和 Epstein在经典情
况下建立 Steenrod运算思路的启发，在周群上构造了 Steenrod运算,使得 Steenrod
运算正式进入代数几何领域.2019年,Asok、Fasel与Hopkins运用了 Brosnan在周群
上建立的 Steenrod运算,刻画了四维二秩拓扑向量丛代数化的充要条件,并首次给
出具备代数陈类的不可代数化的拓扑向量丛的例子 [7],帮助人们更加深刻地理解拓
扑向量丛代数化的阻碍,也进一步体现了 Steenrod运算在代数几何中的应用价值.
本文希望呈现的,正是这样一条从 1950到 2020,由经典上同调理论出发,经由

拓扑 K 理论与周群, 最终落到拓扑向量丛代数化问题最新进展上的理论发展和应
用实践的完整脉络.具体到各章节的主要内容来说:第二章从叉积的定义出发构造
了经典上同调理论上的 Steenrod运算和 Steenrod代数,并说明了它们满足的性质与
结构,辅以具备相同上同调环但并不同伦等价的拓扑空间例子的具体计算,由此体
现 Steenrod运算能够更加精细地识别拓扑空间之间的差异.第三章转向拓扑 K理
论上的幂运算,先介了绍 Atiyah和 Hirzebruch发展的拓扑 K理论.然后我们在此基
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第 1章 简介

础上定义出拓扑 K理论上的幂运算,并从对称群表示环诱导拓扑 K理论上运算的
角度出发,说明了经典运算（如 Adams运算等）和幂运算之间的显式联系.最后我
们从 𝜆-环的角度更加深刻地体现了拓扑 K理论上 Adams运算对 𝜆 运算的决定作
用,也为进一步理解各种上同调理论提供了更高的视角.第四章则沿着 Brosnan的
思路说明周群上的 Steenrod 运算的构造和性质, 说明如何在代数几何的背景下构
造拓扑中已有的概念,这也与第二章经典上同调理论上的 Steenrod运算的构造及性
质的证明过程形成对比,更加完整地体现了 Steenrod运算的内涵.第五章以拓扑向
量丛代数化问题为中心,考察了前述理论在这一问题中的具体应用,并详细介绍了
Asok、Fasel与 Hopkins在 2019年工作中关于该问题的最新进展.其中,拓扑向量
丛代数化问题的具体背景及研究现状将在第五章第一节得到详细展示.
从文章结构上来说,本文并不把第二、三、四章看作彼此平行、互不相关的背

景知识,而是试图突出它们之间的内在联系.第二章与第四章分别讨论了经典上同
调理论与周群上的 Steenrod运算,两者在构造思路上具有明显的呼应关系:它们都
详细体现了如何从较为原始的运算（如对角映射和叉积）出发, 逐步建立起满足
Cartan公式与 Adem关系的运算体系的过程.通过对照阅读这两章,可以更加清楚
地看到经典拓扑内容是如何迁移和应用到现代代数几何体系中的.与此同时,对于
详细讨论了拓扑K理论上幂运算的第三章,虽然主要研究对象——幂运算及Adams
运算看起来不同于 Steenrod运算,但第三章却并非本文可有可无的部分.这一章体
现了上同调理论、幂运算以及加性运算的内涵与共性.通过介绍 𝜆-环结构,使得前
后几章中的不同运算能够被放在统一框架中加以理解, 帮助我们从更高的角度理
解幂运算与加性运算的普遍性质及联系.
由此可见, 本文所讨论的第二章到第四章虽然产生于不同的年代与数学分支,

但它们却并非彼此孤立的零散片段,而是紧紧围绕着“如何借助幂运算提取数学对
象更精细信息” 这一主题共同展开的不可分割的有机整体. 它们最终汇聚合力, 共
同推动了代数拓扑、代数几何及其它数学分支的发展.这一现象在本文中的体现就
是第五章的周群上的 Steenrod运算推动了拓扑向量丛代数化问题取得新的进展与
突破.
总的来说,本文试图说明:幂运算及其相关代数结构并非分布于不同数学分支

的不成体系的零散技巧,而是一条跨越经典上同调理论、拓扑 K理论和周理论的重
要桥梁.它们在不同问题背景和数学分支下以不同运算的形式出现,但都服务于同
一个目标,即借助更精细结构来识别研究对象上携带的代数、几何和算术信息,以
更方便的探测来实现对复杂对象更深的理解与辨别. 本文依次介绍了经典上同调
理论上的 Steenrod运算、拓扑 K理论上的幂运算以及周群上的 Steenrod运算,并最
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第 1章 简介

终将这些内容汇聚到拓扑向量丛代数化问题的最新进展中, 希望借此呈现出一条
清晰的理论发展与应用实践的路径,以此体现代数拓扑与代数几何的紧密联系.

3



第 2章 经典上同调理论上的 Steenrod运算

第 2章 经典上同调理论上的 Steenrod运算

这一章我们将围绕经典上同调理论上的 Steenrod运算展开.三个小节依次介绍
它的构造、性质以及在它的基础上定义出的 Steenrod代数的 Hopf代数结构.值得
一提的是,我们将在 2.2节末尾通过 Steenrod运算进行具体计算,说明两个具有相
同上同调环的拓扑空间并非同伦等价,以此说明 Steenrod运算能识别出拓扑空间的
精确信息.

2.1 Steenrod运算的构造

这一节中,我们将从胞腔复形和笛卡尔积这类最基本的定义出发,借由上同调
环上的杯积、叉积,定义出 Steenrod运算.
设 𝐾是一个有限正则胞腔复形,𝐾𝑛 是其 𝑛重笛卡尔积.设 𝛴𝑛 为 𝑛个元素的对

称群,它的作用是置换 𝐾𝑛 各位置上的元素.设 𝜋为 𝛴𝑛 的一个子群,𝑊 是一个 𝜋-自
由零调复形.𝑊 ×𝐾𝐻 通过对角映射的作用成为 𝜋-自由复形.
令 𝐿为另一个有限正则胞腔复形.设 𝑢 ∈ 𝐻∗(𝐾),𝑣 ∈ 𝐻∗(𝐿),则有叉积 𝑢 × 𝑣 ∈

𝐻∗(𝐾 × 𝐿).若 𝐾 = 𝐿,且 𝑑 ∶ 𝐾 → 𝐾 × 𝐾为对角映射,则定义杯积

𝑢 ∪ 𝑣 = 𝑑∗(𝑢 × 𝑣).

这样定义出来的杯积也被称为内运算.相应地,叉积被称为外运算.
叉积的优点在于其定义不依赖于对角近似的选取, 即使在链层次上也是如此.

另一方面,杯积需要对角逼近 𝑑# ∶ 𝐾 → 𝐾 ⊗ 𝐾.过去在处理杯积时遇到的许多困难
源于 𝑑# 的多种选取.我们可以很容易地由对角映射及叉积的相应性质推导出杯积
的性质,如结合律和交换律等.
与”由叉积（外运算）得到杯积（内运算）并由叉积性质得到杯积性质”类似,

我们将外运算 𝑃 在某种”对角映射”下的像定义为（内）约化幂运算,并通过证明
外运算的性质来证明（内）约化幂运算的性质.
设𝑊×𝜋 𝐾𝑛 ∶= (𝑊 ×𝐾𝑛)/𝜋,并令 𝑗为如下复合映射（这个复合映射是一个嵌

入）

𝐾𝑛 → 𝑊 ×𝐾𝑛 → 𝑊 ×𝜋 𝐾𝑛.

映射𝑊×𝜋 𝐾𝑛 → 𝑊/𝜋是一个以 𝐾𝑛为纤维的纤维化.给定 𝐾上的一个上同调类 𝑢,
我们在 𝐾𝑛 上有一个上同调类 𝑢 ×⋯ × 𝑢.在适当条件下,我们可以以唯一的方式将

4



第 2章 经典上同调理论上的 Steenrod运算

这个上同调类扩张为全空间𝑊 ×𝜋 𝐾𝑛 上的一个类 𝑃𝑢,使得 𝑃𝑢关于变量 𝐾的映射
是自然的,𝑃𝑜 = 0且

𝑗∗𝑃𝑢 = 𝑢 ×⋯ × 𝑢.

对于杯积意义下的 𝑛次幂,我们有

𝑢𝑛 = 𝑑∗(𝑢 × ⋯ × 𝑢).

为了定义 𝑛次约化幂运算,我们将 𝐾𝑛替换为𝑊×𝜋 𝐾𝑛,将 𝑢 ×⋯×𝑢替换为 𝑃𝑢,并
且将 𝑑 ∶ 𝐾 → 𝐾𝑛 替换为

1 ×𝜋 𝑑 ∶ 𝑊 ×𝜋 𝐾 → 𝑊 ×𝜋 𝐾𝑛.

现在𝑊 ×𝜋 𝐾 = 𝑊/𝜋 × 𝐾.因此

(1 ×𝜋 𝑑)∗𝑃𝑢 ∈ 𝐻𝑛(𝑊/𝜋 × 𝐾).

如果我们考虑的都是域系数的上同调的话, 那么就可以通过 Künneth 定理在
𝐻𝑛(𝑊/𝜋 × 𝐾)中展开.(1 ×𝜋 𝑑)∗𝑃𝑢展开式中 𝐻𝑛(𝐾)的系数即为 𝑛次约化幂运算.
令 𝐾 是一个有限正则胞腔复形.假设我们在 𝐾 上给定了一个以阿贝尔群 𝐺 为

系数的 𝑞-上闭链 𝑢. 我们将 𝐺 视为一个复形, 其所有分量 𝐺𝑟 = 0, 除了在零维时
𝐺0 = 𝐺.那么我们有链映射 𝑢 ∶ 𝐾 → 𝐺,它将阶数降低 𝑞.按如下要求定义 𝛴𝑛-复形
𝐺𝑛(𝑞) :它在非零维数为零,在零维为 𝑛重张量积 𝐺𝑛.如果 𝑞是奇数,我们令 𝛼 ∈ 𝛴𝑛
通过（-1）倍的 𝐺𝑛 各分量因子的置换作用在 𝐺𝑛 上.如果 𝑞是偶数,我们令 𝛼仅置
换 𝐺𝑛各分量的因子而不改变正负号.则 𝑢𝑛 ∶ 𝐾𝑛 → 𝐺𝑛(𝑞)是一个将阶数降低 𝑛𝑞的
等变链映射.
令 𝜖 ∶ 𝑊 → ℤ为𝑊 上的增广映射,那么 𝜖 ⊗ 1 ∶ 𝑊 ⊗ 𝐾𝑛 → 𝐾𝑛 就是一个等变

链映射（这里要用到𝑊⊗𝐾𝑛 上的对角作用）.则复合映射

𝑊⊗𝐾𝑛 𝜖⊗1−−−→ 𝐾𝑛 𝑢𝑛−−→ 𝐺𝑛(𝑞)

是一个将阶数降低 𝑛𝑞 的等变链映射. 换句话说, 我们在 𝑊 ⊗ 𝐾𝑛 上有一个等变
𝑛𝑞-上闭链,记作

𝑃𝑢 ∈ 𝐶𝑛𝑞𝜋 (𝑊 ⊗𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞)).

现在我们要证明,当 𝑢由一个上同调类作用而变化时,相应地, 𝑃𝑢也由一个等
变上同调类作用而变化.
引理 2.1：存在一个等变映射 ℎ ∶ 𝐼⊗𝑊 → 𝐼𝑛⊗𝑊,使得对所有𝑤 ∈ 𝑊,有 ℎ(0̄⊗𝑤) =
0̄𝑛⊗𝑤且 ℎ(1̄ ⊗ 𝑤) = 1̄𝑛⊗𝑤.
证明：ℎ 在 𝛿 ⊗ 𝑊 和 1̄ ⊗ 𝑊 上是等变的. 我们有等变零调承载子 𝑊 ⊗ 𝐼𝑛. 由
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第 2章 经典上同调理论上的 Steenrod运算

Steenrod-Epstein [28]第五章 2.2直接得. ∎
引理 2.2：如果上闭链 𝑢和 𝑣都在 𝐾上某个 𝐺 系数上同调类里,那么 𝑃𝑢和 𝑃𝑣也
都在 𝐶∗𝜋(𝑊 ⊗𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞))中的某个上同调类里.
证明：𝑢 与 𝑣 在同一个上同调类意味着存在从 𝑢 到 𝑣 的链同伦, 即一个链映射
𝐷 ∶ 𝐼⊗𝐾 → 𝐺降低 𝑞阶,使得对所有 𝜏 ∈ 𝐾,有𝐷(0⊗𝜏) = 𝑢(𝜏)和𝐷(𝑇⊗𝜏) = 𝑣(𝜏).

由引理 2.1,我们有以下等变链映射的复合:

𝐼 ⊗𝑊⊗𝐾𝑛 ℎ⊗1−−−→ 𝐼𝑛⊗𝑊⊗𝐾𝑛 1⊗𝜖⊗1−−−−−→ 𝐼𝑛⊗𝐾𝑛 shuf−−→ (𝐼 ⊗ 𝐾)𝑛 𝐷𝑛−−→ 𝐺𝑛(𝑞).

这个复合给出了从 𝑃𝑢到 𝑃𝑣的等变同伦,从而得证. ∎
这个引理也告诉我们: 𝑃诱导了一个映射（一般不是同态）

𝑃 ∶ 𝐻𝑞(𝐾; 𝐺) → 𝐻𝑛𝑞(𝑊 ⊗𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞)).

设 𝑤是𝑊的一个零维胞腔.我们有一个由 𝑗(𝑥) ∶= 𝑤⊗𝑥定义的映射 𝑗 ∶ 𝐾𝑛 →
𝑊⊗𝐾𝑛.设 𝐿为另一个有限正则胞腔复形, 𝑓 ∶ 𝐾 → 𝐿是一个连续映射,那么等变连
续映射 𝑓𝑛 ∶ 𝐾𝑛 → 𝐿𝑛 诱导出:

(𝑓𝑛)∗ ∶ 𝐻∗𝜋(𝑊 × 𝐿𝑛; 𝐺𝑛(𝑞)) → 𝐻∗𝜋(𝑊 × 𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞)).

引理 2.3：(1) 𝑗∗𝑃𝑢是 𝑛重叉积 𝑢 ×⋯ × 𝑢 ∈ 𝐻𝑛𝑞(𝐾𝑛; 𝐺𝑛).
(2)我们有交换图

𝐻𝑞(𝐿; 𝐺) 𝐻𝑛𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐿𝑛; 𝐺𝑛(𝑞))

𝐻𝑞(𝐾; 𝐺) 𝐻𝑛𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞))

𝑃

𝑓∗ (𝑓𝑛)∗

𝑃

证明：(1)由 𝑃和叉积的定义直接可得.
(2) 由 Steenrod-Epstein [28] 第五章的 3.1 和 3.3 可以将证明化归到 𝑓 是真

（proper）映射的情形.令 𝐶为 𝑓的极小承载子.那么从 𝐾𝑛到 𝐿𝑛的把 𝜎1×⋯×𝜎𝑛打
到 𝐶(𝜎1)×⋯×𝐶(𝜎𝑛)的承载子是 𝑓𝑛的一个零调等变承载子.因此,如果 𝑓# ∶ 𝐾 → 𝐿
是 𝑓的一个链逼近,那么我们可以把 1⊗ (𝑓#)𝑛 当做从𝑊⊗𝐾𝑛 → 𝑊⊗ 𝐿𝑛 的等变
映射.于是我们有以下交换图

𝑊⊗𝐾𝑛 𝐾𝑛 𝐺𝑛(𝑞)

𝑊 ⊗ 𝐿𝑛 𝐿𝑛 𝐺𝑛(𝑞)

𝜖⊗1

1⊗(𝑓#)𝑛

(𝑓#)𝑛

(𝑓#)𝑛 𝐼𝑑𝐺𝑛(𝑞)
𝜖⊗1 𝑢𝑛

由此得证该引理. ∎
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第 2章 经典上同调理论上的 Steenrod运算

注释 2.1：设 𝑛 = 𝑝,𝐺 = ℤ𝑝,且 𝜋是 𝛴𝑝中置换 𝐾𝑝因子的循环子群,则 𝑃由引理 2.3
中描述的性质以及 𝑃0 = 0这一事实所刻画.
设 𝜋 ⊂ 𝜌 ⊂ 𝛴𝑛,并令 𝑉和𝑊分别为 𝜌-自由零调复形和 𝜋-自由零调复形.

引理 2.4：下图交换

𝐻𝑛𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞))

𝐻𝑞(𝐾; 𝐺)

𝐻𝑛𝑞𝜌 (𝑉 × 𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞))

𝑃

𝑃

其中右边的映射由 Steenrod-Epstein [28]第五章 3.3诱导.由此可知 𝑃与𝑊的选取无
关.
证明：设 𝑔# ∶ 𝑊 → 𝑉为等变链映射.下图交换

𝑊⊗𝐾𝑛

𝐾𝑛 𝐺𝑛(𝑞)

𝑉 ⊗ 𝐾𝑛

𝜖⊗1

𝑔#⊗1
𝑢𝑛

𝜖⊗1

由此得证引理. ∎
设 𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; 𝐺),𝑣 ∈ 𝐻𝑟(𝐿; 𝐹),其中 𝐾 和 𝐿 是有限正则胞腔复形,𝐺 和 𝐹 是阿

贝尔群.我们有 𝑃𝑢 ∈ 𝐻𝑛𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾𝑛; 𝐺𝑛(𝑞))和 𝑃𝑣 ∈ 𝐻𝑛𝑟𝜋 (𝑊 × 𝐿𝑛; 𝐹𝑛(𝑟)).有叉积

𝑃𝑢 × 𝑃𝑣 ∈ 𝐻𝑛𝑞+𝑛𝑟𝜋×𝜋 (𝑊 ×𝑊 × 𝐾𝑛 × 𝐿𝑛; 𝐺𝑛(𝑞) ⊗ 𝐹𝑛(𝑟))

其中 𝜋 × 𝜋按以下方式作用在𝑊 ×𝑊 ×𝐾𝑛 × 𝐿𝑛 上:

(𝛼, 𝛽)(𝑣1, 𝑣2, 𝑥, 𝑦) = (𝛼𝑣1, 𝛽𝑣2, 𝛼𝑥, 𝛽𝑦) (𝛼, 𝛽 ∈ 𝜋, 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑊, 𝑥 ∈ 𝐾𝑛, 𝑦 ∈ 𝐿𝑛).

又有

𝑢 × 𝑣 ∈ 𝐻𝑞+𝑟(𝐾 × 𝐿; 𝐺 ⊗ 𝐹),

𝑃(𝑢 × 𝑣) ∈ 𝐻𝑛(𝑞+𝑟)𝜋 (𝑉 × (𝐾 × 𝐿)𝑛; (𝐺 ⊗ 𝐹)𝑛(𝑞 + 𝑟)).

其中 𝑉是 𝜋-自由零调复形.
接下来我们要用到一个三元映射

𝜆 ∶ (𝜋, (𝐺 ⊗ 𝐹)𝑛(𝑞 + 𝑟), (𝐾 × 𝐿)𝑛) → (𝜋 × 𝜋, 𝐺𝑛(𝑞) ⊗ 𝐹𝑛(𝑟), 𝐾𝑛 × 𝐿𝑛)
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其中:𝜆1 ∶ 𝜋 → 𝜋 × 𝜋为对角映射,即对于任意 𝛼 ∈ 𝜋, 𝜆1(𝛼) = (𝛼, 𝛼)；

𝜆2 ∶ (𝐺 ⊗ 𝐹)𝑛(𝑞 + 𝑟) → 𝐺𝑛(𝑞) ⊗ 𝐹𝑛(𝑟)

是洗牌 (shuffle) 映射, 它重排了两组 𝑛 元变量, 因此它是同构,；映射 (𝐾 × 𝐿)𝑛 →
𝐾𝑛 × 𝐿𝑛 将两组 𝑛元变量重排. 我们有映射

𝜆∗ ∶ 𝐻∗𝜋×𝜋(𝑊 ×𝑊×𝐾𝑛 ×𝐿𝑛; 𝐺𝑛(𝑞)⊗𝐹𝑛(𝑟)) → 𝐻∗𝜋(𝑉 × (𝐾 ×𝐿)𝑛; (𝐺⊗𝐹)𝑛(𝑞 + 𝑟))

引理 2.5：𝜆∗(𝑃𝑢 × 𝑃𝑣) = (−1)𝑛(𝑛−1)𝑞𝑟/2𝑃(𝑢 × 𝑣).
证明：取 𝑉 为任意 𝜋-自由零调复形.令 𝑉 = 𝑊 ×𝑊 .则我们有等变链映射的交换
图:

(𝑊 ⊗𝑊)⊗ (𝐾 ⊗ 𝐿)𝑛 𝑊⊗𝑊⊗𝐾𝑛⊗𝐿𝑛

(𝐾 ⊗ 𝐿)𝑛 𝐾𝑛⊗𝐿𝑛

(𝐺 ⊗ 𝐹)𝑛(𝑞 + 𝑟) 𝐺𝑛(𝑞) ⊗ 𝐹𝑛(𝑟)

1⊗𝜆#

𝜀⊗1 𝜀⊗𝜀⊗1⊗1
𝜆#

(𝑢⊗𝑣)𝑛 𝑢𝑛⊗𝑣𝑛
𝜇

其中 𝜇是 (−1)𝑛(𝑛−1)𝑟𝑞/2乘以 𝜆2的逆.图的左边给出 𝑃(𝑢 × 𝑣),右边给出 𝑃𝑢 × 𝑃𝑣.
故引理得证. ∎
现在令 𝑛等于素数 𝑝,并令 𝐺 = ℤ𝑝.则 𝐺𝑝(𝑞)作为阿贝尔群同构于 ℤ𝑝.若 𝑞为

奇数,则 𝛴𝑝 通过由置换的奇偶性决定的的正负号作用作用在 ℤ𝑝 ≅ 𝐺𝑝(𝑞)上；若 𝑞
为偶数,则平凡地作用.这里我们借鉴 Steenrod-Epstein [28]的记号,记 𝐺𝑝(𝑞) = ℤ(𝑞)𝑝 .
令 𝜋 ⊂ 𝛴𝑝 为由置换 𝑇生成的 𝑝阶循环群,它把 𝑖打到 (𝑖 + 1) mod 𝑝.这个置

换的符号为 (−1)𝑝−1.由于 (−1)𝑝−1 ≡ 1 mod 𝑝,因此 ℤ(𝑞)𝑝 是平凡 𝜋-模.
引理 2.6：设 𝐾是不带 𝜋-作用的有限正则胞腔复形.则

𝐻∗𝜋(𝑊 × 𝐾; ℤ𝑝) ≅ 𝐻∗(𝑊/𝜋 × 𝐾; ℤ𝑝),

且该同构对于 𝐾的映射来说是自然的.
设 𝑑 ∶ 𝐾 → 𝐾𝑝 为对角映射.若 𝛴𝑝 通过置换作用作用在 𝐾𝑝 上,那么 𝑑 就是等

变的.我们有诱导出来的映射:

𝑑∗ ∶ 𝐻∗𝜋(𝑊 × 𝐾𝑝, ℤ(𝑞)𝑝 ) → 𝐻∗𝜋(𝑊 × 𝐾; ℤ(𝑞)𝑝 ).

由于 ℤ(𝑞)𝑝 是平凡 𝜋-模,我们可以把 ℤ(𝑞)𝑝 替换为 ℤ𝑝.所以,如果 𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝),那么
我们由 Kunneth公式就可得到.
定义 2.1：𝑑∗𝑃𝑢 = ∑𝑘 𝑤𝑘 × 𝐷𝑘𝑢其中 𝑤𝑘 ∈ 𝐻𝑘(𝑊/𝜋; ℤ𝑝)是 Steenrod-Epstein [28]第
五章定理 5.2中的元素,且由此定义了
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𝐷𝑘 ∶ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝) → 𝐻𝑝𝑞−𝑘(𝐾; ℤ𝑝).

（注意我们尚未证明 𝐷𝑘 是同态.）
设 𝑓 ∶ 𝐾 → 𝐿是两个不带群作用的有限正则胞腔复形间的连续映射.

引理 2.7：对每个 𝑘,𝑓∗𝐷𝑘 = 𝐷𝑘𝑓∗.
证明：我们有 𝑑𝑓 = 𝑓𝑝𝑑. 由 𝐻∗𝜋(𝑊 × 𝐾;𝐴)是反变函子可知下图交换

𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐿𝑝; ℤ𝑝) 𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐿; ℤ𝑝)

𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾𝑝; ℤ𝑝) 𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾; ℤ𝑝)

𝑑∗

(𝑓𝑝)∗ 𝑓∗

𝑑∗

由此证得该引理. ∎
引理 2.8：𝐷0𝑢 = 𝑢𝑝.
证明：设 𝑤为𝑊的一个零维胞腔, 𝑑# ∶ 𝐾 → 𝐾𝑝 为对角逼近.我们有交换图

𝐾 𝑊⊗𝐾

𝐾𝑝 𝑊⊗𝐾𝑝

𝑗

𝑑# 1⊗𝑑#

𝑗

其中 𝑗𝑥 = 𝑤 ⊗ 𝑥.于是

𝐷0𝑢 = 𝑗∗(𝛴𝑘𝑤𝑘 × 𝐷𝑘𝑢) = 𝑗∗𝑑∗𝑃𝑢 = 𝑑∗𝑗∗𝑃𝑢 = 𝑑∗(𝑢 × ⋯ × 𝑢) = 𝑢𝑝.

∎
引理 2.9：设 𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝)且 𝑝 > 2.若 𝑞为偶数,则只有当对于某个自然数 𝑚有
𝑗 = 2𝑚(𝑝 − 1)或 2𝑚(𝑝 − 1) − 1时 𝐷𝑗𝑢不为 0 .若 𝑞为奇数,则只有当对于某个自
然数𝑚有 𝑗 = (2𝑚 + 1)(𝑝 − 1)或 (2𝑚 + 1)(𝑝 − 1) − 1时, 𝐷𝑗𝑢不为 0 .
证明：设 𝛾∗为 𝜌中元素 𝛾诱导的 𝐻∗(𝑊 × 𝐿; ℤ𝑝(𝑞))的自同构,其中 𝐿是 𝜌作用的
有限正则胞腔复形.令 𝑉为 𝜌-自由零调复形.我们有交换图
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𝐻𝑝𝑞𝜌 (𝑉 × 𝐾𝑃; ℤ(𝑞)𝑝 ) 𝐻𝑝𝑞𝜌 (𝑉 × 𝐾; ℤ(𝑞)𝑝 ) 𝐻𝑝𝑞𝜌 (𝑉 × 𝐾; ℤ(𝑞)𝑝 )

𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝)

𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾𝑃; ℤ(𝑞)𝑝 ) 𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾; ℤ(𝑞)𝑝 ) 𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾; ℤ(𝑞)𝑝 )

𝑑∗ 𝛾∗=1

𝑃

𝑃

𝑑∗ 𝛾∗

因此由 Steenrod-Epstein [28]第五章可直接得到引理. ∎
令 𝑑∗ ∶ 𝐻∗(𝑊 × 𝐾𝑝; ℤ𝑝) → 𝐻∗(𝑊 × 𝐾; ℤ𝑝)为由对角映射 𝑑 ∶ 𝐾 → 𝐾𝑝诱导的映

射.
引理 2.10：设 𝜏 ∶ 𝐻∗(𝑊 ⊗ 𝐾𝑝; ℤ𝑝) → 𝐻∗𝜋(𝑊 ⊗ 𝐾𝑝; ℤ𝑝)表示等变上同调理论中带
有不同群作用的上同调群之间的转移 (transfer)映射.则 𝑑∗𝜏 = 0.
证明：我们有交换图

𝐻∗(𝑊 ⊗𝐾;ℤ𝑝) 𝐻∗𝜋(𝑊 ⊗𝐾;ℤ𝑝)

𝐻∗(𝑊 ⊗𝐾;ℤ𝑝) 𝐻∗(𝑊 ⊗𝐾;ℤ𝑝) 𝐻∗𝜋(𝑊 ⊗𝐾;ℤ𝑝)

𝜏

𝑑∗ 𝑑∗

𝑖∗ 𝜏

由于 𝑊 是零调的且 𝐻0𝜋(𝑊; ℤ𝑝) → 𝐻0(𝑊; ℤ𝑝) 是满射, 故 𝑖∗ ∶ 𝐻𝑛𝜋 (𝑊 ⊗ 𝐾;ℤ𝑝) →
𝐻𝑛(𝑊 ⊗𝐾;ℤ𝑝)也是满射,𝜏𝑖∗ = 0.引理得证. ∎
引理 2.11：若 𝜋是循环置换群且 𝑃 ∶ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝) → 𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝑊 × 𝐾𝑝; ℤ𝑝),则 𝑑∗𝑃是同
态 [27].
证明：设 𝑢和 𝑣为 𝐾上的 𝑞-上闭链.则 𝑃(𝑢 + 𝑣) − 𝑃𝑢 − 𝑃𝑣由链映射

𝑊⊗𝐾𝑝 𝜖⊗1−−−→ 𝐾𝑝 (𝑢+𝑣)𝑝−𝑢𝑝−𝑣𝑝−−−−−−−−−−→ ℤ𝑝

给出.根据引理 2.10,只需证明此上闭链在转移的像中.因为 𝜖 ⊗ 1是等变映射,所
以我们只需证明 (𝑢 + 𝑣)𝑝 − 𝑢𝑝 − 𝑣𝑝 在某个上闭链在

𝜏 ∶ 𝐶∗(𝐾𝑝; ℤ𝑝) → 𝐶∗𝜋(𝐾𝑝; ℤ𝑝)

下的像中.
而 (𝑢+𝑣)𝑝−𝑢𝑝−𝑣𝑝是所有包含 𝑘个因子 𝑢和 𝑝−𝑘个因子 𝑣的单项式之和,

其中 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑝 − 1.𝜋自由地置换这些因子.我们选取一组由单项式构成的基,使得
𝜋的置换恰好把每个单项式各给出一次.令 𝑧为基中的这些单项式的和.则

𝜏𝑧 = (𝑢 + 𝑣)𝑝 − 𝑢𝑝 − 𝑣𝑝.

因为每个单项式都是上闭链,所以 𝑧是 𝐾𝑝 中的上闭链.引理得证. ∎
推论 2.1：对于任意 𝑘,𝐷𝑘 ∶ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝) → 𝐻𝑝𝑞−𝑘(𝐾; ℤ𝑝)是同态.
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引理 2.12：若 𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝),则当 𝑘 > (𝑝 − 1)𝑞 时 𝐷𝑘𝑢 = 0,且 𝐷(𝑝−1)𝑞𝑢 = 𝑎𝑞𝑢,
其中 𝑎𝑞 ∈ ℤ𝑝 是与 𝑢和 𝐾无关的常数.
证明：设 𝐾𝑞 为 𝐾的 𝑞-骨架.则 𝑖∗ ∶ 𝐻𝑟(𝐾) → 𝐻𝑟(𝐾𝑞)在 𝑟 < 𝑞的情况下是单射.由
引理 2.3 ,我们可以假设 𝐾是 𝑞维的.令 𝑢0 ∈ 𝐻𝑞(𝑆𝑞; ℤ𝑝)为对偶于 𝑆𝑞 的上同调类.
存在映射 𝑓 ∶ 𝐾 → 𝑆𝑞 使得 𝑓∗𝑢0 = 𝑢:令 𝑓(𝐾𝑞−1)为一点,并将 K的每个 𝑞 维胞腔
以由 𝑣（𝑢的上闭链代表元）打到 𝑆𝑞.由引理 2.3可取 𝐾 = 𝑆𝑞 且 𝑢 = 𝑢0.于是得证
引理的第二部分.若 𝑘 > (𝑝 − 1)𝑞,则 𝐷𝑘𝑢非零且 𝑘 > (𝑝 − 1)𝑞的唯一可能情况是
𝑘 = 𝑝𝑞且 𝑞 > 0.取 𝑆𝑞 中的一点 s,令 𝑗 ∶ 𝑠 → 𝑆𝑞 为到 𝑆𝑞 的嵌入.则 𝑗∗在零阶是同
构,且 𝑗∗𝑢 = 0.由引理 2.7和推论 2.1可得

𝑗∗𝐷𝑝𝑞𝑢 = 𝐷𝑝𝑞𝑗∗𝑢 = 𝐷𝑝𝑞0 = 0.

引理证毕. ∎
引理 2.13：设 𝛽为与正合列

0 → ℤ𝑝 → ℤ𝑝2 → ℤ𝑝 → 0

相关联的 Bockstein运算,则当自然数 p大于 2或 𝑞为偶数时,有 𝛽𝑑∗𝑃𝑢 = 0.
证明：由于 𝛽𝑑∗ = 𝑑∗𝛽, 引理 2.6 表明我们只需证明 𝛽𝑃𝑢 在转移的像中. 设 𝑣 是
𝐾 上代表 𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝)的整系数上链.则 𝛿𝑣 = 𝑝𝑧,其中 𝑧 是 𝛽𝑢 ∈ 𝐻𝑞+1(𝐾; ℤ𝑝)
的代表元. 上链 𝑣𝑝 是 𝐾𝑝 上的整系数上链, 其同调类记为 {𝑣𝑝} ∈ 𝐻𝑝𝑞𝜋 (𝐾𝑝; ℤ𝑝). 设
𝜀 ⊗ 1 ∶ 𝑊 ⊗𝐾𝑝 → 𝐾𝑝.则

𝛽𝑃𝑢 = 𝛽(𝜀 ⊗ 1)∗(𝑣𝑝) = (𝜀 ⊗ 1)∗𝛽(𝑣𝑝).

由于 𝜏与 (𝜀 ⊗ 1)∗ 交换,所以我们只需证明 𝛽(𝑣𝑝)在 𝜏的像中.因为 𝑝 − 1或 𝑞为
偶数,所以有

𝛿𝑣𝑝 =
𝑝−1

∑
𝑠=0
(−1)𝑞𝑠𝑣𝑠(𝛿𝑣)𝑣𝑝−𝑠−1

= 𝑝
𝑝−1

∑
𝑠=0
(−1)𝑞𝑠𝑣𝑠𝑧𝑣𝑝−𝑠−1

= 𝑝∑
𝛼∈𝜋
(−1)𝑞𝑠(𝑝−1)𝛼(𝑧𝑣𝑝−1)

= 𝑝𝜏(𝑧𝑣𝑝−1).

由于 𝑣是 ℤ𝑝 系数的上闭链,𝑧𝑣𝑝−1 是 ℤ𝑝 系数的上闭链.上述论证表明 𝜏(𝑧𝑣𝑝−1)代
表 𝛽(𝑣𝑝),故引理得证. ∎
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推论 2.2：若 𝑝 > 2或 𝑞 = dim𝑢为偶数,则 𝛽𝐷0𝑢 = 0, 𝛽𝐷2𝑘𝑢 = 𝐷2𝑘−1𝑢, 𝛽𝐷2𝑘−1𝑢 =
0.
证明：由定义 2.1和引理 2.13可知:

𝛽(𝛴𝑘𝑤𝑘 × 𝐷𝑘𝑢) = 0.

𝛽𝑤2𝑗 = 0,𝛽𝑤2𝑗+1 = −𝑤2𝑗+2（𝑗 ⩾ 0）.因此

𝛴𝑘⩾0𝑤2𝑘 × 𝛽𝐷2𝑘𝑢 − 𝛴𝑘⩾0𝑤2𝑘+1 × 𝛽𝐷2𝑘+1𝑢 − 𝛴𝑘⩾1𝑤2𝑘 × 𝐷2𝑘−1𝑢 = 0.

比较 𝑤𝑘 的系数即得此推论. ∎
引理 2.14：设 𝑢 ∈ 𝐻𝑟(𝐾; ℤ𝑝),𝑣 ∈ 𝐻𝑠(𝐿; ℤ𝑝).若 𝑝 > 2,则

𝐷2𝑘(𝑢 × 𝑣) = (−1)𝑝(𝑝−1)𝑟𝑠/2
𝑘

∑
𝑗=0
𝐷2𝑗𝑢 × 𝐷2𝑘−2𝑗𝑣.

若 𝑝 = 2,则 𝐷𝑘(𝑢 × 𝑣) = ∑
𝑘
𝑗=0 𝐷𝑗𝑢 × 𝐷𝑘−𝑗𝑣.

证明：回顾在引理 2.6中我们使用过的三元映射 𝜆 ,有

𝜆 ∶ (𝜋, ℤ𝑝, (𝐾 × 𝐿)𝑝) → (𝜋 × 𝜋, ℤ𝑝, 𝐾𝑝 × 𝐿𝑝).

我们有如下交换图

(𝜋, ℤ𝑝, (𝐾 × 𝐿)𝑝) (𝜋 × 𝜋, ℤ𝑝, 𝐾𝑝 × 𝐿𝑝)

(𝜋, ℤ𝑝, 𝐾 × 𝐿) (𝜋 × 𝜋, ℤ𝑝, 𝐾 × 𝐿)

𝜆

𝑑

𝑑1

𝑑′

其中 𝑑由 𝐾 × 𝐿上的对角映射诱导,𝑑1由 𝜋上的对角映射诱导,𝑑′由 𝐾和 𝐿上的对
角映射复合而成.
设𝑊 是 𝜋-自由零调复形.则𝑊 ×𝑊 是 (𝜋 × 𝜋)-自由零调复形.由上图可知有

交换图

𝐻∗𝜋(𝑊 × (𝐾 × 𝐿)𝑝; ℤ𝑝) ← 𝐻∗𝜋×𝜋((𝑊 ×𝑊) × (𝐾𝑝 × 𝐿𝑝); ℤ𝑝)
↓ 𝑑∗ ↓ (𝑑′)∗

𝐻∗𝜋(𝑊 × 𝐾 × 𝐿; ℤ𝑝) ← 𝐻∗𝜋×𝜋(𝑊 ×𝑊 × 𝐾 × 𝐿; ℤ𝑝)
𝑃𝑢 × 𝑃𝑣是图右上角群中的元素.我们有

𝐻∗𝜋×𝜋(𝑊 ×𝑊 × 𝐾 × 𝐿; ℤ𝑝) ≅ 𝐻∗(𝑊/𝜋 ×𝑊/𝜋 × 𝐾 × 𝐿; ℤ𝑝).
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易见在此同构下,由定义 2.1有

(𝑑′)∗(𝑃𝑢 × 𝑃𝑣) =∑
𝑗,𝑙
(−1)𝑙(𝑝−𝑟−𝑗)𝑤𝑗 × 𝑤𝑙 × 𝐷𝑗𝑢 × 𝐷𝑙𝑣.

将 (𝑑1)∗应用在等式两边,利用交换图,得

𝑑∗𝜆∗(𝑃𝑢 × 𝑃𝑣) =∑
𝑗,𝑙
(−1)𝑙(𝑝𝑟−𝑗)𝑤𝑗𝑤𝑙 × 𝐷𝑗𝑢 × 𝐷𝑙𝑣.

又有 𝑑∗𝑃(𝑢 × 𝑣) = ∑𝑘 𝑤𝑘 × 𝐷𝑘(𝑢 × 𝑣).由 2.6得证该引理. ∎
由引理 2.12可知,对每个 𝑞存在常数 𝑎𝑞 ∈ ℤ𝑝 使得

𝐷𝑞(𝑝−1)𝑢 = 𝑎𝑞𝑢.

引理 2.15：𝑎𝑞 = (−1)𝑟𝑎𝑞1 ,其中 𝑟 = 𝑝(𝑝−1)𝑞(𝑞−1)
4 .

证明：引理通过对 𝑞归纳证明.由引理 2.12可知当 𝑞 = 0时该引理成立.
设非零的 𝑢 ∈ 𝐻𝑞−1(𝐾; ℤ𝑝),𝑣为𝐻1(𝑆1; ℤ𝑝)的生成元.则 𝑢×𝑣 ∈ 𝐻𝑞(𝐾×𝑆1; ℤ𝑝)

非零.由引理 2.12,我们知道只有当 𝑗 = 𝑝 − 1时,𝐷𝑗𝑣 ≠ 0 .由引理 2.14,我们知道:

𝐷𝑞(𝑝−1)(𝑢×𝑣) = (−1)
𝑝(𝑝−1)(𝑞−1)

2 𝐷(𝑞−1)(𝑝−1)𝑢×𝐷𝑝−1𝑣 = (−1)
𝑝(𝑝−1)(𝑞−1)

2 𝑎𝑞−1𝑎1(𝑢×𝑣).

因此 𝑎𝑞 = (−1)
𝑝(𝑝−1)(𝑞−1)

2 𝑎𝑞−1𝑎1.归纳即得证该引理. ∎
为了完全确定 𝐷𝑞(𝑝−1)的显式,我们需求出 𝑎1.这可以通过 𝑆1情形下的计算直

接得到.
设 𝐾是有限正则胞腔复形,𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝).则 ∑𝑗 𝑤𝑗 × 𝐷𝑗𝑢由复合映射

𝑊 ×𝐾 𝜀⊗𝑑#−−−−→ 𝑊 ×𝐾𝑝 𝜀⊗1−−−→ 𝐾𝑝 𝑢𝑝−−→ ℤ𝑝

表示,其中 𝑑#是对角逼近.任何两个由对角承载子承载的等变链映射𝑊⊗𝐾 → 𝐾𝑝

都是等变同伦的. 因此,为求一维类上的 𝐷𝑝−1,只需找一个由对角承载子承载的等
变链映射

𝜑 ∶ 𝑊 ⊗ 𝑆1 → (𝑆1)𝑝.

我们将 𝑆1分解为两个区间 𝐽1和 𝐽2使之成为正则复形,其中 ∂𝐽1 = 𝐴−𝐵,∂𝐽2 = 𝐴−𝐵.
则 𝑆1的同调类为 𝐽1 − 𝐽2.

令𝑊为复形.定义

𝜑(𝑒0⊗𝐴) = 𝐴𝑝, 𝜑(𝑒0⊗𝐵) = 𝐵𝑝;

𝜑(𝑒𝑗⊗𝐴) = 𝜑(𝑒𝑗⊗𝐵) = 0 对𝑗 > 0.
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因此 𝜑由承载子唯一确定.我们只需把 𝜑的定义扩张到等变链映射上

𝜑 ∶ 𝑊 ⊗ 𝐼 → 𝐼𝑝

其中 ∂𝐼 = 𝐵 − 𝐴,然后分别取 𝐽1 = 𝐼和 𝐽2 = 𝐼即得𝑊⊗𝑆1上的定义.
定义

𝜑(𝑒2𝑖⊗ 𝐼) = 𝑖!∑(𝐴𝛼0𝐼𝐵𝛽0)(𝐼𝐴𝛼1𝐼𝐵𝛽1)⋯ (𝐼𝐴𝛼𝑖𝐼𝐵𝛽𝑖)

求和遍及所有序列 (𝛼, 𝛽)使得
𝑖

∑
𝑗=0
(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗) = 𝑝 − 2𝑖 − 1;

𝜑(𝑒2𝑖+1⊗ 𝐼) = 𝑖!∑(𝐼𝐴𝛼0𝐼𝐵𝛽0)⋯ (𝐼𝐴𝛼𝑖𝐼𝐵𝛽𝑖).

求和遍及所有序列 (𝛼, 𝛽)使得
𝑖

∑
𝑗=0
(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗) = 𝑝 − 2𝑖 − 2.

现在要证明 𝜑 是链映射. 为此我们使用 𝐼𝑝 中的可缩同伦. 令 𝑠 为 𝐼 中由由
𝑠𝐴 = 0,𝑠𝐵 = 𝐼,𝑠𝐼 = 0给出的可缩同伦.若 𝜖 ∶ 𝐼 → 𝐴为增广,则

𝑠∂ + ∂𝑠 = 1 − 𝜖.

我们用 𝑆 = 𝑠⊗1𝑝−1 +∑𝑝−1𝑟=1 𝜖𝑟⊗𝑠⊗1𝑝−𝑟−1 + 𝜖𝑝−1⊗𝑠.在 𝐼𝑝中定义可缩同伦则

∂𝑆 + 𝑆∂ = 1𝑝 − 𝜖𝑝.

以下公式有助于计算 𝑆.设 𝐶为某 𝐼𝑟 中的链（𝑟 ⩾ 0）.则有:

(i) 𝑆(𝐴𝑝) = 0, (ii) 𝑆(𝐵𝑝) =
𝑝−1

∑
𝑟=0

𝐴𝑟𝐼𝐵𝑝−𝑟−1,

(iii) 𝑆(𝐴𝑘𝐼𝐶) = 0 (𝑘 ⩾ 0), (iv) 𝑆(𝐵𝑡𝐴𝑠𝐼𝐶) =
𝑡−1

∑
𝑟=0

𝐴𝑟𝐼𝐵𝑡−𝑟−1𝐴𝑠𝐼𝐶 (𝑡 ⩾ 1, 𝑠 ⩾ 0).

我们将证明以下公式

a) 𝜑(𝑒2𝑖+1⊗ 𝐼) = 𝑆𝜑∂(𝑒2𝑖+1⊗ 𝐼);
b) 𝜑(𝑒2𝑖⊗ 𝐼) = 𝑆𝜑∂(𝑒2𝑖⊗ 𝐼) ;
c) 𝜑(𝑒1⊗𝐴) = 0 = 𝑆𝜑∂(𝑒1⊗𝐴) (𝑖 > 0);
d) 𝜑(𝑒1⊗𝐵) = 0 = 𝑆𝜑∂(𝑒1⊗𝐵) (𝑖 > 0).
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令 𝛥 = 𝑇 − 1,其中 𝑇是 𝜋中将 1映为 𝑖 + 1的元素.则

𝑆𝜑∂(𝑒2𝑖+1⊗𝐼) = 𝑆𝜑(𝛥(𝑒2𝑖⊗𝐼)) = 𝑆𝛥𝜑(𝑒2𝑖⊗𝐼) = 𝑖!𝑆∑(𝐴𝛼0𝐼𝐵𝛽0)(𝐼𝐴𝛼1𝐼𝐵𝛽1)...(𝐼𝐴𝛼𝑖𝐼𝐵𝛽𝑖).

由 (iii),𝛽1 = 0的项没有影响.若 𝛽1 > 0,令 𝛽′1 = 𝛽1 − 1. 由 (iii)可知上面的式子等
于

𝑖!𝑆 ∑
𝛽𝑖>0

(𝐵𝐴𝛼0𝐼𝐵𝛽0)(𝐼𝐴𝛼1𝐼𝐵𝛽1)...(𝐼𝐴𝛼𝑖𝐼𝐵𝛽𝑖).

由 (iv)得这个式等于

𝑖! ∑
𝛽′1>0

(𝐼𝐴𝛼0𝐼𝐵𝛽0)(𝐼𝐴𝛼1𝐼𝐵𝛽1)...(𝐼𝐴𝛼𝑖𝐼𝐵𝛽𝑖).

此求和遍历所有满足 ∑(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗) = 𝑝 − 2𝑖 − 1且 𝛽𝑖 > 0的序列 (𝛼, 𝛽).因此该表达
式等于 𝜑(𝑒2𝑖+1⊗ 𝐼).由此我们证明了 a).
为证 b),注意若 𝑖 = 0则

𝑆𝜑∂(𝑒0⊗ 𝐼) = 𝑆𝜑(𝑒0⊗𝐵 − 𝑒0⊗𝐴) = 𝑆(𝐵𝑝 − 𝐴𝑝) =∑𝐴𝑟𝐼𝐵𝑝−𝑟−1 = 𝜑(𝑒0⊗ 𝐼).

令 𝑁 = 1 + 𝑇 +⋯+ 𝑇𝑝−1.若 𝑖 > 0则

𝑆𝜑∂(𝑒2𝑖⊗𝐼) = 𝑆𝜑𝑁(𝑒2𝑖−1⊗𝐼) = 𝑆𝑁𝜑(𝑒2𝑖−1⊗𝐼) = (𝑖−1)!𝑆𝑁∑(𝐼𝐴𝛼0𝐼𝐵𝛽0)...(𝐼𝐴𝛼𝑖−1𝐼𝐵𝛽𝑖−1).

由 (iii)可知,有影响的只有以 𝐵开头的项.因此该表达式等于

(𝑖 − 1)!𝑆∑
𝛼,𝛽

𝑖−1

∑
𝑗=0

𝛽𝑗

∑
𝑟=1
(𝐵𝑟𝐼𝐴𝛼𝑗+1𝐼𝐵𝛽𝑗+1)(𝐼𝐴𝛼𝑗+2𝐼𝐵𝛽𝑗+2)⋯ (𝐼𝐴𝛼𝑗−1𝐼𝐵𝛽𝑗−1)(𝐼𝐴𝛼𝑗𝐼𝐵𝛽𝑗−𝑟).

由 (iv)可知上式等于

(𝑖 − 1)!∑
𝛼,𝛽

𝑖−1

∑
𝑗=0

𝛽𝑗

∑
𝑟=1

𝑟−1

∑
𝑡=1
(𝐴𝑡𝐼𝐵𝑟−𝑡−1)(𝐼𝐴𝛼𝑗+1𝐼𝐵𝛽𝑗+1)⋯ (𝐼𝐴𝛼𝑗𝐼𝐵𝛽𝑗−𝑟)

= (𝑖 − 1)!
𝑖−1

∑
𝑗=0
𝜑(𝑒2𝑖⊗ 𝐼)/𝑖!

= 𝜑(𝑒2𝑖⊗ 𝐼).

因此证明了 b).公式 c)和 d)由 𝜑的定义直接得到.
由 a), b), c),d)可见,若 𝑐是𝑊⊗ 𝐼中的链且 dim 𝑐 ⩾ 1,则 𝜑𝑐 = 𝑆𝜑∂𝑐.

引理 2.16：𝜑是链映射.
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证明：我们对维数作归纳来证明该引理.零维显然成立.一维时:

𝜑∂(𝑒1⊗𝐴) = 𝜑𝛥(𝑒0⊗𝐴) = 𝛥𝜑(𝑒0⊗𝐴) = 𝛥𝐴𝑝 = 0.

同样地 ∂𝜑(𝑒1⊗𝐴) = 0 , ∂𝜑(𝑒1⊗𝐵) = 0 = 𝜑∂(𝑒1⊗𝐵),

∂𝜑(𝑒0⊗ 𝐼) = ∂
𝑝−1

∑
𝑟=0

𝐴𝑟𝐼𝐵𝑝−𝑟−1 = 𝐵𝑝 − 𝐴𝑝 = 𝜑∂(𝑒0⊗ 𝐼).

一维情况得证.
若 dim 𝑐 ⩾ 2,则

∂𝜑𝑐 = ∂𝑆𝜑∂𝑐 = (1 − 𝑆∂)𝜑∂𝑐 = 𝜑∂𝑐.

由归纳法的假设可知有: ∂𝜑∂𝑐 = 𝜑∂∂𝑐 = 0.因此引理得证. ∎
令𝑚 = (𝑝 − 1)/2（若 𝑝 > 2）.

引理 2.17：若 𝑝 > 2,则 𝑎1 = (−1)𝑚𝑚!；若 𝑝 = 2,则 𝑎1 = 1.
证明：设 𝑢为 𝑆1的上闭链,它在 𝐽1上取 1,在 𝐽2上取 0.则 𝑢生成 𝐻1(𝑆1; ℤ𝑝).我们
有

(𝑤𝑝−1⊗𝐷𝑝−1𝑢)(𝑒𝑝−1⊗ (𝐽1 − 𝐽2)) = (𝑤𝑝−1 ⋅ 𝑒𝑝−1)[𝐷𝑝−1𝑢 ⋅ (𝐽1 − 𝐽2)] = 𝑎1,

且

(𝑤𝑝−1⊗𝐷𝑝−1𝑢)(𝑒𝑝−1⊗ (𝐽1 − 𝐽2)) = 𝑢𝑝 ⋅ 𝜑(𝑒𝑝−1⊗ (𝐽1 − 𝐽2)).

若 𝑝 = 2,则

𝜑(𝑒1⊗ (𝐽1 − 𝐽2)) = 𝐽21 − 𝐽22 ,

因此 𝑎1 = 1.
若 𝑝 > 2,则 𝑝 − 1为偶数,且

𝜑(𝑒𝑝−1⊗ (𝐽1 − 𝐽2)) = 𝑚!(𝐽𝑝1 − 𝐽𝑝2 ),

因此 𝑎1 = 𝑚!𝑢𝑝 ⋅ 𝐽𝑝1 = (−1)𝑝(𝑝−1)/2𝑚!.引理得证. ∎
结合引理 2.15和引理 2.17我们得到了以下定理

定理 2.1：设 𝑞 > 0,𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝).则 𝐷𝑞(𝑝−1)𝑢 = 𝑎𝑞𝑢,其中当 𝑝 = 2时 𝑎𝑞 = 1；当
𝑝 > 2时 𝑎𝑞 = (−1)𝑚𝑞(𝑞+1)/2(𝑚!)𝑞 .
在做好全部前期准备工作后,我们终于可以定义我们的 Steenrod平方和 p次运

算了:
定义 2.2：设 𝐾 为有限正则胞腔复形,𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝).若 𝑝 > 2,令 𝑚 = (𝑝 − 1)/2.
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定义

𝑃𝑖𝑢 = (−1)𝑟(𝑚!)𝑞𝐷(𝑞−2𝑖)(𝑝−1)𝑢,

其中 𝑟 = 𝑖 + 𝑚(𝑞2 + 𝑞)/2.若 𝑝 = 2,定义

𝑆𝑞𝑖𝑢 = 𝐷𝑞−𝑖𝑢.

2.2 Steenrod运算的性质

定义出运算后, 我们要展示它的优越性质和应用实例. 因此我们将先后介绍
Steenrod运算的公理性质,再通过拓扑空间的实际例子说明 Steenrod运算确实能很
好地识别更细致的拓扑空间信息.

2.2.1主要性质

经典模 p系数上同调理论上的 Steenrod运算满足以下关键性质:
（1）同态性:

𝑆𝑞𝑖(𝑥 + 𝑦) = 𝑆𝑞𝑖(𝑥) + 𝑆𝑞𝑖(𝑦) ; 𝑃𝑛(𝑥 + 𝑦) = 𝑃𝑛(𝑥) + 𝑃𝑛(𝑦)
（2）运算次数与作用元素的阶数的关系:

𝑆𝑞𝑖(𝑥) = 𝑥2 若|𝑥| = 𝑖 , 𝑆𝑞𝑖𝑥 = 0 若|𝑥| < 𝑖

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥𝑝 若 |x| = 2n , 𝑃𝑛 (x)=0 若 |x| < 2n
（3）稳定性: Steenrod 运算与悬垂映射诱导的上同调间的同构映射交换. 即,

若 𝜎 ∶ 𝛴𝑋 → 𝑋表示悬垂映射,则:

𝜎∗ ∘ 𝑆𝑞𝑖 = 𝑆𝑞𝑖 ∘ 𝜎∗ , 𝜎∗ ∘ 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 ∘ 𝜎∗.

由此我们也将 Steenrod平方运算与 Steenrod幂运算称为稳定的上同调运算.
（4）单位元性质: 恒等运算对应于零次运算:

𝑆𝑞0 = id , 𝑃0 = id.

（5）Cartan公式: 该公式描述了运算与杯积的相容性,由 Cartan给出.
•对于 𝑆𝑞𝑖:

𝑆𝑞𝑘(𝑥 ⌣ 𝑦) = ∑
𝑖+𝑗=𝑘

𝑆𝑞𝑖𝑥 ⌣ 𝑆𝑞𝑗𝑦.

•对于 𝑃𝑖 和 Bockstein同态:

𝑃𝑘(𝑥 ⌣ 𝑦) = ∑
𝑖+𝑗=𝑘

𝑃𝑖𝑥 ⌣ 𝑃𝑗𝑦, 𝛽(𝑥 ⌣ 𝑦) = 𝛽𝑥 ⌣ 𝑦+(−1)deg𝑥𝑥 ⌣ 𝛽𝑦.
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（6）Adem关系: 该关系描述了复合运算的线性组合,由 Adem给出.
•对于 p = 2 ,当 𝑎 < 2𝑏时:

𝑆𝑞𝑎𝑆𝑞𝑏 =∑
𝑐
(𝑏 − 1 − 𝑐𝑎 − 2𝑐 )𝑆𝑞

𝑎+𝑏−𝑐𝑆𝑞𝑐 ,

•对于奇素数 p,当 a < pb时:

𝑃𝑎𝑃𝑏 =∑
𝑘
(−1)𝑎+𝑘((p− 1)(𝑏 − 𝑘) − 1𝑎 − p𝑘 )𝑃𝑎+𝑏−𝑘𝑃𝑘 ,

𝑃𝑘𝛽𝑃𝑐𝑢 =∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟)𝑘 − 𝑝𝑟 )𝛽𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝑃𝑟𝑢

+∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘+1((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟)𝑘 − 𝑝𝑟 − 1 )𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝛽𝑃𝑟𝑢.

𝑃𝑖 的上述两条性质也被分别称为 Adem第一关系和 Adem第二关系.
这些性质共同构成了 Steenrod运算的理论框架,也为我们使用 Steenrod运算提

供了便捷.
定理 2.2：𝑃𝑖 满足上述性质中除了 Adem关系外的全部性质.
我们将证明分为若干引理.

引理 2.18：(𝑚!)2 ≡ (−1)𝑚+1 mod 𝑝.
证明：由威尔逊定理,(𝑝 − 1)! ≡ −1 mod 𝑝.因此

−1 ≡ (𝑝 − 1)! ≡ 1 ⋅ 2⋯(𝑝 − 12 ) ⋅ (𝑝 + 12 )⋯(𝑝 − 1)

≡ 1 ⋅ 2⋯(𝑝 − 12 ) [−(𝑝 − 1)2 ]⋯ (−2)(−1)

≡ (𝑚!)2(−1)𝑚.

引理得证. ∎
引理 2.19：𝑃0 = 𝟙,其中 𝟙是恒等映射 id.
证明：设 dim𝑢 = 𝑞.由定义可知

𝑃0𝑢 = (−1)𝑟(𝑚!)−𝑞𝐷𝑞(𝑝−1)𝑢,

其中 𝑛 = 𝑚(𝑞2 + 𝑞)/2.由定理 2.1可得 𝑃0𝑢 = 𝑢. ∎
引理 2.20：（Cartan公式）若 𝑢 ∈ 𝐻𝑟(𝐾),𝑣 ∈ 𝐻𝑠(𝐿),则

𝑃𝑘(𝑢 × 𝑣) = ∑
𝑖+𝑗=𝑘

𝑃𝑖𝑢 × 𝑃𝑗𝑣.
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证明：

𝑃𝑖𝑢 × 𝑃𝑗𝑣 = (−1)𝑖+𝑗+𝑚(𝑟2+𝑟+𝑠2+𝑠)/2(𝑚!)−𝑟−𝑠𝐷(𝑟−2𝑖)(𝑝−1)𝑢 × 𝐷(𝑠−2𝑗)(𝑝−1)𝑣.

由引理 2.14、引理 2.12和引理 2.9可知上式等于

∑
𝑖+𝑗=𝑘

𝑃𝑖𝑢×𝑃𝑗𝑣 = (−1)𝑖+𝑗+𝑚(𝑟2+𝑟+𝑠2+𝑠)/2(𝑚!)−𝑟−𝑠 ∑
𝑖+𝑗=𝑘

𝐷(𝑟−2𝑖)(𝑝−1)𝑢×𝐷(𝑠−2𝑗)(𝑝−1)𝑣.

= (−1)𝑚𝑟𝑠+𝑘+𝑚((𝑟+𝑠)2+(𝑟+𝑠))/2(𝑚!)−𝑟−𝑠𝐷(𝑟+𝑠−2𝑘)(𝑝−1)(𝑢 × 𝑣).

而𝑚𝑟𝑠 + 𝑖 + 𝑗 +𝑚(𝑟2 + 𝑟 + 𝑠2 + 𝑠)/2 = 𝑘 +𝑚((𝑟 + 𝑠)2 + (𝑟 + 𝑠))/2,于是由
定义即得此引理. ∎
引理 2.21：若 dim𝑢 = 2𝑘,则 𝑃𝑘𝑢 = 𝑢𝑝.
证明：𝑃𝑘𝑢 = (−1)𝑟(𝑚!)−2𝑘𝐷0𝑢, 其中 𝑟 = 𝑘 + 𝑚(4𝑘2 + 2𝑘)/2 ≡ 𝑘(𝑚 + 1)
(mod 2).(𝑚!)−2𝑘 ≡ (−1)𝑘(𝑚+1) mod 𝑝.由此即得证此引理. ∎

综合以上引理即得定理 2.2, 即我们说明了构造出来的幂运算满足除了 Adem
关系之外的全部公理.
定理 2.3：𝑆𝑞𝑖 满足除了 Adem关系之外的全部公理.
证明：公理 1)-5)的证明与定理 2.2的证明非常类似,只是不需要考虑 ℤ𝑝 系数.我
们只需证明 𝛽 = 𝑆𝑞1.若 dim𝑢 = 2𝑞,由推论 2.2

𝑆𝑞1𝑢 = 𝐷2𝑞−1𝑢 = 𝛽𝐷2𝑞𝑢 = 𝛽𝑆𝑞0𝑢 = 𝛽𝑢.

为完成该定理的证明,我们证明以下引理. ∎
引理 2.22：若 𝑝 = 2,令 𝑅为由 𝛽与 𝑆𝑞𝑖（𝑖 = 0, 1, 2,⋯）复合组成的运算的和.若
𝑝为奇素数,令 𝑅 为由 𝛽 或 𝑃𝑖 组成的上同调运算的复合的和.设 𝑛𝑗 为严格递增的
整数数列,且 𝑅𝑢 = 0对任何维数为 𝑛𝑗 的上同调类 u成立.则 𝑅𝑢对一切上同调类 u
为零.
证明：设 𝑅在维数为 𝑟的上同调类上的作用为零.我们证明对一切维数为 𝑟 − 1的
上同调类 u都有 𝑅𝑢 = 0.
令 𝑣 ∈ 𝐻1(𝑆1; ℤ𝑝) ,则引理所述运算中非零的只有恒等映射（𝑃0 或 𝑆𝑞0）.由

嘉当公式我们知道:

𝑅(𝑢 × 𝑣) = 𝑅𝑢 × 𝑣.

由于 dim(𝑢 × 𝑣) = 𝑟,有 𝑅𝑢 × 𝑣 = 0,从而 𝑅𝑢 = 0.引理得证,同时也完成了定理的
证明. ∎
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2.2.2 Adem关系的证明

设 𝛴𝑝2为 𝑝2个元素的对称群,这些元素为有序对 (𝑖, 𝑗),其中 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ𝑝.把这些有
序对排列成一个矩阵,(𝑖, 𝑗)位于第 𝑖行第 𝑗列.令 𝛼(𝑖, 𝑗) = (𝑖+1, 𝑗),𝛽(𝑖, 𝑗) = (𝑖, 𝑗+1).
则 𝛼𝛽 = 𝛽𝛼,𝛼和 𝛽分别生成 𝑝阶循环群 𝜋和 𝜌.令 𝜎 = 𝜋 × 𝜌 ,则 𝜎是 𝛴𝑝2 的一个
𝑝2阶子群.
设𝑊是一个 𝜋-自由零调复形,并通过将 𝛽映为 𝛼的同构让 𝜌作用在𝑊上.则

𝑊⊗𝑊是一个 (𝜋 × 𝜌)-自由零调复形,其中 𝜋作用在第一个𝑊上,𝜌作用在第二个
𝑊上.
令 ℤ(𝑞)𝑝 表示 𝛴𝑝2-模,其作为阿贝尔群是 ℤ𝑝,且置换的作用为:若 𝑞为奇数则乘

以置换的正负号,否则平凡地作用.设 𝑅为 𝛴𝑝2 的任一子群.设 𝑉为 𝑅-自由复形,带
有循环群作用.由之前的构造,我们有映射

𝑃′ ∶ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝) → 𝐻𝑝
2𝑞

𝑅 (𝑉 × 𝐾𝑝2 ; ℤ(𝑞)𝑝 ).

若 𝑅是 𝜎的子群,则 ℤ(𝑞)𝑝 是平凡 𝑅-模,因为要么 𝑝 = 2,要么 𝑅只包含偶置换.
令𝑊1 = 𝑊带有 𝜋作用,𝑊2 = 𝑊带有 𝜌作用.则
可在𝑊1 × (𝑊2 × 𝐾𝑝)𝑝 上定义 𝜋 × 𝜌的作用如下:

(𝛼, 𝛽)(𝑥×(𝑦1×𝑧1)×⋯×(𝑦𝑝×𝑧𝑝)) = 𝛼𝑥×(𝛽𝑦𝛼(1)×𝛽𝑧𝛼(1))×⋯×(𝛽𝑦𝛼(𝑝)×𝛽𝑧𝛼(𝑝))

对所有 𝛼 ∈ 𝜋,𝛽 ∈ 𝜌,𝑥 ∈ 𝑊1,𝑦𝑖 ∈ 𝑊2,𝑧𝑖 ∈ 𝐾𝑝（我们将 𝜋和 𝜌都视为 𝑝个元素的循
环置换群）.我们在𝑊1 ×𝑊𝑝

2 × (𝐾𝑝)𝑝 上定义 𝜋 × 𝜌的作用:

(𝛼, 𝛽)(𝑥 × 𝑦1 ×⋯× 𝑦𝑝 × 𝑧1 ×⋯× 𝑧𝑝) = 𝛼𝑥 × 𝛽𝑦𝛼(1) × 𝛽𝑧𝛼(1) ×⋯× 𝛽𝑧𝛼(𝑝),

其中变量含义与前式相同.
现在𝑊1 ×𝑊𝑝

2 是一个 (𝜋 × 𝜌)-自由零调复形.因此我们有同构

𝐻∗𝜋×𝜌(𝑊1 ×𝑊2 × 𝐾𝑝
2 ; ℤ𝑝)

≅ 𝐻∗𝜋×𝜌(𝑊1 ×𝑊𝑝
2 × (𝐾𝑝)𝑝; ℤ𝑝)

≅ 𝐻∗𝜋×𝜌(𝑊1 × (𝑊2 × 𝐾𝑝)𝑝; ℤ𝑝)

≅ 𝐻∗(𝑊1 ×𝜋 (𝑊2 × 𝐾𝑝)𝑝; ℤ𝑝),

其中 𝜋 × 𝜌在 𝐾𝑝2 = (𝐾𝑝)𝑝 上的作用为

(𝛼, 𝛽)(𝑧1 ×⋯× 𝑧𝑝) = 𝛽𝑧𝛼(1) ×⋯× 𝛽𝑧𝛼(𝑝).
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因此我们有由对角映射 𝑑2 ∶ 𝑊2 → 𝑊𝑝
2 诱导的同构

𝐻∗(𝑊1 ×𝜋 (𝑊2 ×𝜌 𝐾𝑝)𝑝; ℤ𝑝) ⟶ 𝐻∗(𝑊1 ×𝜋𝑊2 ×𝜌 𝐾𝑝
2 ; ℤ𝑝).

引理 2.23：下图交换
𝐻𝑝𝑞(𝐾; ℤ𝑝) 𝐻𝑝𝑞(𝑊2 ×𝜌 𝐾𝑃; ℤ𝑝) 𝐻𝑝𝑞(𝑊2/𝜌 × 𝐾; ℤ𝑝)

H𝑝2𝑞(𝑊1 ×𝜋𝑊2 ×𝜌 𝐾𝑝
2 ; ℤ𝑝) H𝑝2𝑞(𝑊1 ×𝜋 (𝑊2 ×𝜌 𝐾𝑝)𝑝; ℤ𝑝) H𝑝2𝑞(𝑊1 ×𝜋 (𝑊2/𝜌 × 𝐾)𝑝; ℤ𝑝)

H𝑝2𝑞(𝑊1/𝜋 ×𝑊2/𝜌 × 𝐾; ℤ𝑝) H𝑝2𝑞(𝑊1/𝜋 ×𝑊2 ×𝜌 𝐾𝑝; ℤ𝑝) H𝑝2𝑞(𝑊1/𝜋 ×𝑊2/𝜌 × 𝐾; ℤ𝑝)

𝑃

𝑃′

𝑑∗

𝑃 𝑃

(𝑑′)∗

(𝑑2)∗ 𝑑∗

(𝑑3)∗ (𝑑2×𝑑)∗
𝑑∗ 𝑑∗

其中 𝑑′ ∶ 𝐾 → 𝐾𝑝2 ,𝑑1 ∶ 𝐾 → 𝐾𝑝,而 𝑑3 ∶ 𝑊2 × 𝐾𝑝 → (𝑊2 × 𝐾𝑝)𝑝 是对角映射.
证明：下面两个正方形的交换性源于上同调群之间的映射是由交换的连续映射诱

导出来的.右上方的正方形由引理 2.3保证其交换性.左上方的正方形交换是由其
在上链层次的交换性诱导出来的. ∎
由 Künneth定理,我们可以得到

(𝑑′)∗𝑃′𝑢 =∑
𝑗,𝑘
𝑤𝑗 × 𝑤𝑘 × 𝐷𝑗,𝑘𝑢.

推论 2.3：

∑
𝑗,𝑘
𝑤𝑗 × 𝑤𝑘 × 𝐷𝑗,𝑘𝑢 =∑

𝑗
𝑤𝑗 × 𝐷𝑗 (∑

𝑞
𝑤𝑞 × 𝐷𝑞𝑢) .

引理 2.24：若 𝑢 ∈ 𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝),则

𝐷𝑗,𝑘𝑢 = (−1)𝑗𝑘+𝑝(𝑝−1)𝑞/2𝐷𝑘,𝑗𝑢.

证明：令 𝜆 ∈ 𝛴𝑝2 为满足 𝜆(𝑖, 𝑗) = (𝑗, 𝑖)的元素.用 𝜆∗ 表示 𝜆在上同调层次诱导的
自同构.设 𝑉为 𝛴𝑝2-自由零调复形.令 𝜎 = 𝜋 × 𝜌.则我们有交换图

H𝑝2𝑞
𝜎 (W×W×K; ℤ(𝑞)𝑝 ) H𝑝2𝑞

𝜎 (W×W×K; ℤ(𝑞)𝑝 )

𝐻𝑞(𝐾; ℤ𝑝)

H𝑝2𝑞
𝛴𝑝2 (V ×K; ℤ(𝑞)𝑝 ) H𝑝2𝑞

𝛴𝑝2 (V ×K; ℤ(𝑞)𝑝 )

𝜆∗

(𝑑′)∗𝑃

(𝑑′)∗𝑃

𝜆∗=1
为了更好地知道 𝜆∗的性质,我们构造一个链映射

𝜆# ∶ 𝑊 ⊗𝑊 ⟶𝑊⊗𝑊.
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使得

𝜆#𝛼 = 𝛽𝜆# 且 𝜆#𝛽 = 𝛼𝜆#

其中 𝛼 生成 𝜋 并作用在第一个分量W上,𝛽 生成 𝜌并作用在第二个分量W上,同
时满足

𝜆#(𝑣1⊗𝑣2) = (−1)𝑗𝑘(𝑣2⊗𝑣1),

其中 dim 𝑣1 = 𝑗,dim 𝑣2 = 𝑘.现在 𝜆转置一个 𝑝 × 𝑝矩阵,因此它是一个置换,其正
负号为 (−1)𝑝(𝑝−1)/2.我们知道

𝜆∗(𝑤𝑗 × 𝑤𝑘 × 𝐷𝑗,𝑘𝑢)

由 (𝜋 × 𝜌)-等变上闭链表示

𝑊 ×𝑊 ×𝐾 𝜆#⊗1−−−−→ 𝑊⊗𝑊⊗𝐾
𝑤𝑗⊗𝑤𝑘⊗𝐷𝑗,𝑘𝑢−−−−−−−−−−→ ℤ𝑝

(−1)𝑝(𝑝−1)𝑞/2−−−−−−−−−→ ℤ𝑝

这个上闭链等于

(−1)𝑗𝑘+𝑝(𝑝−1)𝑞/2𝑤𝑘⊗𝑤𝑗⊗𝐷𝑗,𝑘𝑢 .

由交换图即得上述引理. ∎
(𝑟𝑗) = 0若 𝑟 < 0或 𝑗 < 0；(𝑟0) = 1若 𝑟 ⩾ 0；𝑤𝑟 ∈ 𝐻𝑟(𝜋; ℤ𝑝)在 𝑟 < 0时为零；

𝑆𝑞𝑗 和 𝑃𝑗 在 𝑗 < 0时为零.除非特别说明,所有求和从 −∞到 +∞.
由前面的储备,我们有:
𝑆𝑞𝑗𝑤𝑟 = (𝑟𝑗)𝑤𝑟+𝑗,对任意整数 𝑟和 𝑗成立；

𝑃𝑗𝑤2𝑟 = (
𝑟
𝑗)𝑤2𝑟+2𝑗(𝑝−1),

𝛽𝑃𝑗𝑤2𝑟 = 0,

𝑃𝑗𝑤2𝑟−1 = (
𝑟 − 1
𝑗 )𝑤2𝑟+2𝑗(𝑝−1)−1,

𝛽𝑃𝑗𝑤2𝑟−1 = −(
𝑟 − 1
𝑗 )𝑤2𝑟+2𝑗(𝑝−1)−1.

定理 2.4：我们在前文中定义的 𝑆𝑞𝑗 满足 Adem关系.
证明：若 dim𝑢 = 𝑞,则

𝑑∗𝑃𝑢 =∑
𝑖
𝑤𝑞−𝑖 × 𝑆𝑞𝑖𝑢.
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由上面的定义和 Cartan公式,我们有

(𝑑′)∗𝑃′𝑢 = 𝛴𝑖,𝑘𝑤2𝑞−𝑘 × 𝑆𝑞𝑘(𝑤𝑞−𝑖 × 𝑆𝑞𝑖𝑢)

= 𝛴𝑖,𝑘,𝑗(
𝑞 − 𝑖
𝑗 )𝑤2𝑞−𝑘 × 𝑤𝑞−𝑖+𝑗 × 𝑆𝑞𝑘−𝑗𝑆𝑞𝑖𝑢.

因此有

𝐷2𝑞−𝑘,2𝑞−𝓁𝑢 = 𝛴𝑖(
𝑞 − 𝑖

𝑞 − 𝓁 + 𝑖)𝑆𝑞
𝑘+𝓁−𝑖−𝑞𝑆𝑞𝑖𝑢.

因此我们有

𝐷2𝑞−𝑘,2𝑞−𝓁𝑢 = 𝐷2𝑞−𝓁,2𝑞−𝑘𝑢.

因此有

𝛴𝑖(
𝑞 − 𝑖

𝑞 − 𝓁 + 𝑖)𝑆𝑞
𝑘+𝓁−𝑖−𝑞𝑆𝑞𝑖𝑢 = 𝛴𝑟(

𝑞 − 𝑟
𝑞 − 𝑘 + 𝑟)𝑆𝑞

𝑘+𝓁−𝑟−𝑞𝑆𝑞𝑟𝑢.

令 𝑞 = 2𝑠 − 1 + 𝑐并且令 𝓁 = 𝑞 + 𝑐.非负整数 𝑠, 𝑘和 𝑐可以任取,则有

( 𝑞 − 𝑖
𝑞 − 𝓁 + 𝑖) = (

2𝑠 − 1 + (𝑐 − 𝑖)
(𝑖 − 𝑐) ) = {

0 if 𝑖 ≠ 𝑐

1 if 𝑖 = 𝑐.
由上面的约定可以得,

( 𝑞 − 𝑟
𝑞 + 𝑟 − 𝑘) = (

𝑞 − 𝑟
𝑘 − 2𝑟) = (

2𝑠 − 1 + 𝑐 − 𝑟
𝑘 − 2𝑟 )由于(𝑥𝑦) = (

𝑥
𝑥 − 𝑦).

现在假设 𝑘 < 2𝑐.刚刚检验的二项式系数在 2𝑟 ⩽ 𝑘时为零,因此除非 𝑐 − 𝑟 > 0,否
则为零.当 2𝑠 > 𝑘且 𝑟 ⩾ 0,该二项式系数等于

(𝑐 − 𝑟 − 1𝑘 − 2𝑟 ).

代入 (1)式,如果 𝑘 < 2𝑠, 2𝑐且 dim𝑢 = 𝑞 = 2𝑠 − 1 + 𝑐,则 (2)

𝑆𝑞𝑘𝑆𝑞𝑐𝑢 =∑
𝑟
(𝑐 − 𝑟 − 1𝑘 − 2𝑟 )𝑆𝑞

𝑘+𝑐−𝑟𝑆𝑞𝑟𝑢.

由引理 2.22,定理得证. ∎
定理 2.5：我们在前文中定义的 𝑃𝑖 满足第一和第二 Adem关系.
证明: 由引理 2.9、引理 2.12 和定义 2.2, 我们有, 若 2𝑚 = 𝑝 − 1 且 𝑣(𝑞) =
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(𝑚!)−𝑞(−1)𝑚(𝑞2+𝑞)/2,则

𝑣(𝑞) 𝑑∗𝑃𝑢 =∑
𝑖
(−1)𝑖𝑤(𝑞−2𝑖)2𝑚 × 𝑃𝑖𝑢 +∑

𝑖
(−1)𝑖𝑤(𝑞−2𝑖)2𝑚−1 × 𝛽𝑃𝑖𝑢.

由推论 2.3我们有

𝑣(𝑝𝑞)𝑣(𝑞)(𝑑∗)𝑃𝑘𝑢 =∑
𝑘,𝑖
(−1)𝑖+𝑘𝑤(𝑝𝑞−2𝑘)2𝑚 × 𝑃𝑘(𝑤(𝑞−2𝑖)2𝑚 × 𝑃𝑖𝑢)

+∑
𝑘,𝑖
(−1)𝑖+𝑘𝑤(𝑝𝑞−2𝑘)2𝑚 × 𝑃𝑘(𝑤(𝑞−2𝑖)2𝑚−1 × 𝛽𝑃𝑖𝑢)

+∑
𝑘,𝑖
(−1)𝑖+𝑘𝑤(𝑝𝑞−2𝑘)2𝑚−1 × 𝛽𝑃𝑘(𝑤(𝑞−2𝑖)2𝑚 × 𝑃𝑖𝑢)

+∑
𝑘,𝑖
(−1)𝑖+𝑘𝑤(𝑝𝑞−2𝑘)2𝑚−1 × 𝛽𝑃𝑘(𝑤(𝑞−2𝑖)(2𝑚−1) × 𝛽𝑃𝑖𝑢).

由 Cartan公式,我们有

𝑃𝑘 (𝑊(𝑞−2𝑖)2𝑚 × 𝑃𝑖𝑢) =∑
𝑗
((𝑞 − 2𝑖)𝑚𝑗 )𝑊(𝑞−2𝑖+2𝑗)2𝑚 × 𝑃𝑘−𝑗𝑃𝑖𝑢.

𝑃𝑘 (𝑊(𝑞−2𝑖)2𝑚−1 × 𝛽𝑃𝑖𝑢) =∑
𝑗
((𝑞 − 2𝑖)𝑚 − 1𝑗 )𝑊(𝑞−2𝑖+2𝑗)2𝑚−1 × 𝑃𝑘−𝑗𝛽𝑃𝑖𝑢.

𝛽𝑃𝑘 (𝑊(𝑞−2𝑖)2𝑚 × 𝑃𝑖𝑢) =∑
𝑗
((𝑞 − 2𝑖)𝑚𝑗 )𝑊(𝑞−2𝑖+2𝑗)2𝑚 × 𝛽𝑃𝑘−𝑗𝑃𝑖𝑢.

𝛽𝑃𝑘 (𝑊(𝑞−2𝑖)2𝑚−1 × 𝛽𝑃𝑖𝑢) =∑
𝑗
((𝑞 − 2𝑖)𝑚 − 1𝑗 )𝑊(𝑞−2𝑖+2𝑗)2𝑚 × 𝑃𝑘−𝑗𝛽𝑃𝑖𝑢

−∑
𝑗
((𝑞 − 2𝑖)𝑚 − 1𝑗 )𝑊(𝑞−2𝑖+2𝑗)2𝑚−1 × 𝛽𝑃𝑘−𝑗𝑃𝑖𝑢.

因此,如果 a=pq-2k且 b=q-2i+2j,那么我们有:
(1)

𝑣(𝑝𝑞)𝑣(𝑞)𝐷2𝑎𝑚,2𝑏𝑚𝑢 = ∑
𝑖,𝑗,𝑘
(−1)𝑖+𝑘((𝑞 − 2𝑖)𝑚𝑗 )𝑃𝑘−𝑗𝑃𝑖𝑢;
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(2)

𝑣(𝑝𝑞)𝑣(𝑞)𝐷2𝑎𝑚,2𝑏𝑚−1𝑢 = ∑
𝑖,𝑗,𝑘
(−1)𝑖+𝑘((𝑞 − 2𝑖)𝑚 − 1𝑗 )𝑃𝑘−𝑗𝛽𝑃𝑖𝑢;

(3)

𝑣(𝑝𝑞)𝑣(𝑞)𝐷2𝑎𝑚−1,2𝑏𝑚𝑢 =∑
𝑖,𝑗,𝑘
(−1)𝑖+𝑘((𝑞 − 2𝑖)𝑚𝑗 )𝛽𝑃𝑘−𝑗𝑃𝑖𝑢

−∑
𝑖,𝑗,𝑘
(−1)𝑖+𝑘((𝑞 − 2𝑖)𝑚 − 1𝑗 )𝑃𝑘−𝑗𝛽𝑃𝑖𝑢;

现在由引理 2.18得

𝑣(𝑞)4 ≡ 1 (mod 𝑝).

因此 v(pq) v(q)有逆元.
引理 2.25：模 p的 Steenrod幂运算满足第一 Adem关系,即有:

𝑃𝑘𝑃𝑐𝑢 =∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟) − 1𝑘 − 𝑝𝑟 )𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝑃𝑟𝑢.

证明: 令 𝑎 = 𝑝𝑞 − 2𝑘, 𝑏 = 𝑝𝑞 − 2𝑙.由（1）我们有（4）:

∑
𝑖
(−1)𝑖+𝑘( (𝑞 − 2𝑖)𝑚𝑚𝑞 − 𝑙 + 1)𝑃

𝑘−𝑚𝑞+𝑙−1𝑃𝑖𝑢

=∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑙+𝑚𝑞( (𝑞 − 2𝑟)𝑚𝑚𝑞 − 𝑘 + 𝑟)𝑃

𝑙−𝑚𝑞+𝑘−𝑟𝑃𝑟𝑢.

令 𝑞 = 2(1 +⋯+ 𝑝𝑠−1) + 2𝑐,𝑙 = 𝑐 + 𝑚𝑞并且任取整数 𝑠, 𝑐和 𝑘.那么有:

( (𝑞 − 2𝑖)𝑚𝑚𝑞 − 𝑙 + 1) = (
(𝑝 − 1)(1 + ⋯+ 𝑝𝑠−1) + (𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑖)

𝑖 − 𝑐 ) = {
0, 𝑖 ≠ 𝑐

1, 𝑖 = 𝑐

并且

( (𝑞 − 2𝑟)𝑚𝑚𝑞 − 𝑘 + 𝑟) = (
(𝑞 − 2𝑟)𝑚
𝑘 − 𝑝𝑟 ) 由于 (𝑥𝑦) = (

𝑥
𝑥 − 𝑦)

= (𝑝
𝑠 − 1 + (𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟)

𝑘 − 𝑝𝑟 ).

现在假设 𝑘 < 𝑝𝑐.上述二项式系数只有当 𝑝𝑟 ⩽ 𝑘且 𝑟 < 𝑐时才非零. 当 𝑝𝑠 > 𝑘且
𝑟 ⩾ 0时,该二项式系数等于 ((𝑝−1)(𝑐−𝑟)−1𝑘−𝑝𝑟 ).
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代入 (4)得到:若 𝑝𝑠 > 𝑘,𝑘 < 𝑝𝑐且 dim𝑢 = 𝑞 = 2(1 +⋯+ 𝑝𝑠−1) + 2𝑐,则

𝑃𝑘𝑃𝑐𝑢 =∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟) − 1𝑘 − 𝑝𝑟 )𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝑃𝑟𝑢.

由引理 2.22,引理得证.
引理 2.26：模 p的 Steenrod幂运算满足第二 Adem关系,即有

𝑃𝑘𝛽𝑃𝑐𝑢 =∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟)𝑘 − 𝑝𝑟 )𝛽𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝑃𝑟𝑢

+∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘+1((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟)𝑘 − 𝑝𝑟 − 1 )𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝛽𝑃𝑟𝑢.

证明：令 𝑎 = (𝑝𝑞 − 2𝑘),𝑏 = (𝑝𝑞 − 2𝑙).由引理 2.24、（2）和（3）有

∑
𝑖
(−1)𝑖+𝑘+𝑚𝑞+1((𝑞 − 2𝑖)𝑚 − 1𝑚𝑞 − 𝑙 + 𝑖 )𝑃𝑘−𝑚𝑞−𝑖+𝑙𝛽𝑃𝑖𝑢

=∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑙+1((𝑞 − 2𝑟)𝑚𝑚𝑞 − 𝑙 + 𝑖)𝛽𝑃

𝑙−𝑚𝑞−𝑟+𝑘𝑃𝑟𝑢

+∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑙((𝑞 − 2𝑟)𝑚 − 1𝑚𝑞 + 𝑟 − 𝑘 )𝑃𝑙−𝑚𝑞−𝑟+𝑘𝛽𝑃𝑟𝑢.

令 𝑞 = 2𝑝𝑠 + 2𝑐,且 𝑙 = 𝑐 + 𝑚𝑞.取 𝑠, 𝑐, 𝑘为任意整数,则有

((𝑞 − 2𝑖)𝑚 − 1𝑚𝑞 − 𝑙 + 𝑖 ) = ((𝑝 − 1)(1 + ⋯+ 𝑝
𝑠−1 + (𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑖))
𝑖 − 𝑐 )

= {
0 若𝑖 ≠ 𝑐

1 若𝑖 = 𝑐
.

( (𝑞 − 2𝑟)𝑚𝑚𝑞 − 𝑘 + 𝑟) = (
(𝑞 − 2𝑟)𝑚
𝑘 − 𝑝𝑟 ) = ((𝑝 − 1)(𝑝

𝑠 + 𝑐 − 𝑟)
𝑘 − 𝑝𝑟 ).

现在假设 𝑘 ⩽ 𝑝𝑐.上述二项式只有在 𝑝𝑟 ⩽ 𝑘 ,且 𝑟 ⩽ 𝑐时才非零.在 𝑝𝑠 > 𝑘且
𝑟 ⩾ 0时,它等于 ((𝑝−1)(𝑐−𝑟)𝑘−𝑝𝑟 ) .继续推算,我们有

((𝑞 − 2𝑟)𝑚 − 1𝑚𝑞 − 𝑘 + 𝑟 ) = ((𝑞 − 2𝑟)𝑚 − 1𝑘 − 𝑝𝑟 − 1 ) = ((𝑝 − 1)(𝑝
𝑠 + 𝑐 − 𝑟) − 1

𝑘 − 𝑝𝑟 − 1 ).

该二项式系数只有在 𝑝𝑟 < 𝑘 且 𝑐 < 𝑟时才非零.除此之外,当 𝑝𝑠 > 𝑘 且 r �0
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时,它等于

((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟) − 1𝑘 − 𝑝𝑟 − 1 ) .

代入 (5)得到:当 𝑝𝑠 > 𝑘,𝑘 ⩽ 𝑝𝑐且 dim𝑢 = 𝑞 = 2𝑝𝑠 + 2𝑐时,有

𝑃𝑘𝛽𝑃𝑐𝑢 =∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟)𝑘 − 𝑝𝑟 )𝛽𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝑃𝑟𝑢

+∑
𝑟
(−1)𝑟+𝑘+1((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑟)𝑘 − 𝑝𝑟 − 1 )𝑃𝑐+𝑘−𝑟𝛽𝑃𝑟𝑢.

由引理 2.22得证. ∎
因此我们证明了 𝑃𝑖 满足第一和第二 Adem关系. 综上证明完毕 𝑆𝑞𝑖 和 𝑃𝑖 的性

质.
证明性质的目的当然是使用性质,因此我们将通过以下的例子来展示 Steenrod

运算的威力.
例 2.1：ℂℙ4/ℂℙ2和 𝑆8 ∨ 𝑆6具备相同的上同调环结构,但它们并不同伦等价.
证明：由胞腔上同调可知, 对于任意系数环 𝑅 ,𝐻∗(ℂℙ4/ℂℙ2; 𝑅) 和 𝐻∗(𝑆8 ∨ 𝑆6; 𝑅)
在次数 0、6和 8上的上同调群均为 𝑅,并且由次数考虑,两者必有平凡乘积结构.因
此 𝐻∗(ℂℙ4/ℂℙ2; 𝑅) ≅ 𝐻∗(𝑆8 ∨ 𝑆6; 𝑅).所以单凭上同调理论,我们找不到两个空间
的差别, 不知道它们的上同调环相同是因为空间同胚或同伦等价还是因为上同调
理论不够精细.幸运的是,凭借 Steenrod平方运算,我们可以识别出它们的区别,判
断它们并非同伦等价.
因为 𝐻∗(ℂℙ4; 𝔽2) ≃ 𝔽2[𝑥]/(𝑥5),其中 |𝑥| = 2,所以 𝐻6(ℂℙ4/ℂℙ2; 𝔽2)由 𝑥3生

成, 而 𝐻8(ℂℙ4/ℂℙ2; 𝔽2) 由 𝑥4 生成. 所以由 Steenrod 平方运算的性质（主要用到
Cartan公式）可得:

𝑆𝑞2(𝑥3) = 𝑆𝑞0(𝑥2)𝑆𝑞2(𝑥) + 𝑆𝑞1(𝑥2)𝑆𝑞1(𝑥) + 𝑆𝑞2(𝑥2)𝑆𝑞0(𝑥)
= 𝑥2 ∪ 𝑥2 + 𝑥 ∪ 𝑆𝑞2(𝑥2)
= 𝑥4 + 𝑥 ∪ (𝑆𝑞0(𝑥)𝑆𝑞2(𝑥) + 𝑆𝑞1(𝑥)𝑆𝑞1(𝑥) + 𝑆𝑞2(𝑥)𝑆𝑞0(𝑥))
= 𝑥4 + 𝑥 ∪ (𝑥 ∪ 𝑥2 + 𝑥2 ∪ 𝑥)
= 3𝑥4 = 𝑥4 ≠ 0.

另一方面,由 Steenrod平方运算的自然性可得如下交换图:
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𝐻6(𝑆6; 𝔽2) 𝐻8(𝑆6; 𝔽2) = 0

𝐻6(𝑆6 ∨ 𝑆8; 𝔽2) 𝐻8(𝑆6 ∨ 𝑆8; 𝔽2)

𝑆𝑞2

𝑆𝑞2

由于交换图左右两侧垂直方向的上同调群之间的映射都由拓扑空间之间的投

射诱导, 因此左右两侧垂直方向的映射都是同构. 又由于交换图交换, 所以 𝑆𝑞2 把
𝐻6(𝑆6 ∨ 𝑆8; 𝔽2)上的全部元素打到 𝐻8(𝑆6 ∨ 𝑆8; 𝔽2)中的零元,即 𝑆𝑞2在这里是零映
射. 因此 𝑆𝑞2在 𝐻6(𝑆6 ∨ 𝑆8; 𝔽2)上是零映射,而在 𝐻6(ℂℙ4/ℂℙ2; 𝔽2)上不是零映射,
所以 ℂℙ4/ℂℙ2 ≄ 𝑆6 ∨ 𝑆8.

∎

2.3 Steenrod代数的 Hopf代数结构

代数拓扑的两大主题是理论与计算. 球面稳定同伦群则是一个很重要的计算
内容.人们借由 Steenrod运算构造 Steenrod代数,再通过 Steenrod代数研究 Adams
谱序列,以计算球面稳定同伦群.具体地说,使用 Steenrod代数可以写出 Adams谱
序列的 𝔼2 页,通过谱序列的微分可以得到谱序列收敛后的稳定信息进而得到稳定
同伦群信息.这一思路促进了球面稳定同伦群计算工作的不断推进.这方面的详细
内容可以参考 Adams的相关工作与总结 [1] [2] [3].
在这一节里,我们将介绍 Steenrod代数的构造及其 Hopf代数结构,以加深我们

对于 Steenrod运算的了解.

2.3.1. Hopf代数与对偶 Hopf代数

定义 2.3：设 𝑅是一个含单位元的交换环.
（1）分次 𝑅-模𝑀是一列 𝑅-模 (𝑀𝑖)𝑖⩾0.
（2）分次 𝑅-模的同态 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑁 是一列模同态 (𝑓𝑖 ∶ 𝑀𝑖 → 𝑁𝑖)𝑖⩾0,其中每个

𝑓𝑖 是 𝑅-模同态.
（3）分次 𝑅-模𝑀和 𝑁的张量积定义为 ((𝑀 ⊗𝑁)𝑖)𝑖⩾0,其中

(𝑀 ⊗𝑁)𝑖 =⨁
𝑝+𝑞=𝑖

𝑀𝑝⊗𝑁𝑞 .

注释 2.2：可以通过取 𝑅0 = 𝑅,𝑅𝑖 = 0 (𝑖 ≠ 0)而将环 𝑅 视为一个分次 𝑅-代数. 记
𝟙 ∶ 𝐴 → 𝐴为恒等映射.定义 𝑇 ∶ 𝑀⊗𝑁 → 𝑁⊗𝑀 , 𝑇(𝑚⊗ 𝑛) = (−1)𝑖𝑗(𝑛 ⊗𝑚),其
中 𝑖 = deg𝑚,𝑗 = deg𝑛.
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定义 2.4 (代数)：设 𝐴是一个分次 𝑅-模.若存在映射 𝛁 ∶ 𝐴⊗𝐴 → 𝐴,则称 𝐴具有一
个乘法.
（1）𝛁称为结合的,如果下图交换:

𝐴⊗ 𝐴⊗𝐴 𝐴⊗ 𝐴

𝐴⊗ 𝐴 𝐴

𝛁⊗𝟙

𝟙⊗𝛁 𝛁

𝛁

即 𝛁(𝛁(𝑎 ⊗ 𝑏)⊗ 𝑐) = 𝛁(𝑎 ⊗ 𝛁(𝑏 ⊗ 𝑐)).
（2）𝛁有单位,如果存在一个 𝑅-同态 𝜂 ∶ 𝑅 → 𝐴,使得在下图中两个复合映射

均为恒等映射:

𝐴⊗ 𝑅

𝐴 𝐴⊗ 𝐴 𝐴

𝐴⊗ 𝑅

𝟙⊗𝜂≅

≅

𝛁

𝜂 ⊗𝟙

即 𝛁(𝑎 ⊗ 𝜂(1)) = 𝑎 = 𝛁(𝜂(1) ⊗ 𝑎).
满足（1）和（2）的三元组 (𝐴, 𝛁, 𝜂)称为一个𝑅-代数.
（3）一个代数称为交换的,如果下图交换:

𝐴⊗ 𝐴 𝐴

𝐴⊗ 𝐴

𝛁

𝑇 𝛁

即 𝛁(𝑎 ⊗ 𝑏) = (−1)deg(𝑎) deg(𝑏)𝛁(𝑏 ⊗ 𝑎).
（4）分次 𝑅-代数的同态是一个分次 𝑅-模的同态,且保持乘法和单位.

定义 2.5：设 𝐴和 𝐵是分次 𝑅-代数.通过定义 𝜑𝐴⊗𝐵 = (𝜑𝐴⊗𝜑𝐵) ∘ (1 ⊗ 𝑇 ⊗ 1),
张量积 𝐴⊗ 𝐵赋予分次 𝑅-代数的结构,即

(𝑎𝑖⊗𝑏𝑗)(𝑎𝑘⊗𝑏𝑙) = (−1)𝑗𝑘(𝑎𝑖𝑎𝑘⊗𝑏𝑗𝑏𝑙),

其中 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖,𝑏𝑗 ∈ 𝐵𝑗.
设 𝑀 是一个分次 𝑅-模. 张量代数 𝛤(𝑀) 是由 𝑟 重张量积定义的分次 𝑅-代

数:𝛤(𝑀)𝑟 = 𝑀⊗𝑟, 其中 𝑀0 = 𝑅. 乘法由同构 𝑀𝑟 ⊗ 𝑀𝑠 ≅ 𝑀𝑟+𝑠 给出. 张量代数
𝛤(𝑀)是结合的,但不是交换的.
通过反转定义 2.4 中所有交换图的箭头, 可以将乘法和单位的同态对偶化, 从

而得到余代数的结构.
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定义 2.6 (余代数)：设 𝐴是一个分次 𝑅-模.若存在映射 𝛥 ∶ 𝐴 → 𝐴⊗𝐴,则称 𝐴具有
一个余乘法（或对角映射）.
（1）𝛥称为余结合的,如果下图交换:

𝐴 𝐴⊗ 𝐴

𝐴⊗ 𝐴 𝐴⊗ 𝐴⊗𝐴

𝛥

𝛥 𝛥⊗𝟙

𝟙⊗𝛥

（2）𝛥具有余单位,如果存在一个 𝑅-同态 𝜀 ∶ 𝐴 → 𝑅,使得在下图中两个复合
映射均为恒等映射:

𝐴⊗ 𝑅

𝐴 𝐴⊗ 𝐴 𝐴

𝐴⊗ 𝑅

≅ 𝟙⊗𝜀

𝜀⊗𝟙

𝛁

≅

余单位有时也被称为 𝐴的增广.
满足（1）和（2）的三元组 (𝐴, 𝛥, 𝜀)被称为一个𝑅-余代数.
（3）一个余代数被称为是余交换的,如果下图交换:

𝐴⊗ 𝐴

𝐴

𝐴⊗ 𝐴

𝑇

𝛥

𝛥

（4）分次 𝑅-余代数的同态是一个分次 𝑅-模的同态,且保持余乘法和余单位.
定义 2.7 (Hopf 代数)：设 𝐴 是一个分次 𝑅-模,带有乘法 𝛁 ∶ 𝐴 ⊗ 𝐴 → 𝐴、余乘法
𝛥 ∶ 𝐴 → 𝐴⊗𝐴、单位 𝜂 ∶ 𝑅 → 𝐴和增广 𝜀 ∶ 𝐴 → 𝑅.则 𝐴称为一个𝑅-Hopf代数,如果
（1）(𝐴, 𝛁, 𝜂)是一个 𝑅-代数；
（2）(𝐴, 𝛥, 𝜀)是一个 𝑅-余代数；
（3）复合映射 𝜂 ∘ 𝜀和 𝜀 ∘ 𝜂在零次上是恒等映射；
（4）下图交换:

𝐴⊗ 𝐴 𝐴 𝐴⊗ 𝐴

𝐴⊗ 𝐴⊗𝐴⊗𝐴 𝐴⊗ 𝐴⊗𝐴⊗𝐴

𝛁 𝛥

𝛥⊗𝛥

1⊗𝑇⊗1

𝛁⊗𝛁
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即 𝛥是一个代数范畴里的态射,等价地,𝛁是一个余代数范畴里的态射.

2.3.2. Steenrod运算的代数结构

现在我们已经定义好了 Steenrod运算,知道了其满足的公理,接下来我们在此
基础上构造 𝒜2, 并说明它是一个 Hopf 代数（Cartan 公式和 Adem 关系正是这一
Hopf代数的余乘法和乘法）.
首先我们定义模 2系数的 Steenrod运算构成的 Steenrod代数𝒜2.
设 F表示由集合 {Sq𝑖 ∶ 𝑖 = 0, 1, 2,⋯ }生成的自由 ℤ/2-模.我们将 F视为分次

ℤ/2-模,其中 𝐹𝑖 = ℤ/2 ⋅ Sq𝑖.
对于全部满足 0 < 𝑎 < 2𝑏的整数 (𝑎, 𝑏),设

𝑅(𝑎, 𝑏) = Sq𝑎⊗ Sq𝑏 +∑
𝑗
(𝑏 − 𝑗 − 1𝑎 − 2𝑗 )Sq

𝑎+𝑏−𝑗⊗ Sq𝑗 .

记 𝑄为由所有这样的 𝑅(𝑎, 𝑏)以及 1 + Sq0生成的 𝛤(𝐹)的双边理想.
定义 2.8：Steenrod代数𝒜2是商代数 𝛤(𝐹)/𝑄.𝒜2是 ℤ/2上的分次代数.
换言之,Steenrod代数是由 Sq1,Sq2,Sq3, ⋯生成的多项式代数商掉由 Adem关

系生成的双边理想后得到的商代数.
给定一个正整数序列 𝐼 = {𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑟},记 Sq𝐼 为乘积 Sq𝑖1⋯ Sq𝑖𝑟 .例如,Sq[2,1,6] =

Sq2Sq1Sq6.
定义 2.9：称数列 𝐼是容许的,如果对每个 𝑘 < 𝑟都有 𝑖𝑘 ⩾ 2𝑖𝑘+1.当 𝑟 = 1时此条件
自动成立,此时也称 Sq𝐼 是容许的. 例如,Sq2Sq1Sq6 不是容许的,但 Sq9Sq4Sq2Sq1

是容许的.换句话说,Sq𝐼 是容许的当且仅当没有 Adem关系可以应用于它.
定理 2.6 (Serre–Cartan基)：{Sq𝐼 ∣ 𝐼是容许的}构成𝒜2作为 ℤ/2-模的一组基.这
组基称为 Serre–Cartan基.
证明：Sq𝐼 的线性无关性可由所有满足次数不超过 𝑛 的容许序列 𝐼 对应的元素
Sq𝐼(𝑢𝑛) ∈ 𝐻∗(𝕂(ℤ/2, 𝑛); ℤ/2) 的线性无关性推出. 而利用 Adem 关系可以证明
{Sq𝐼 ∶ 𝐼是容许的}生成了作为 ℤ/2-模的𝒜2. ∎
例 2.2：由定理 2.6,Steenrod代数𝒜2 = ((𝒜)𝑛)𝑛⩾0的齐次分支 (𝒜2)6和 (𝒜2)7的
基分别为

Sq6, Sq5Sq1, Sq4Sq2 和 Sq7, Sq6Sq1, Sq5Sq2, Sq4Sq2Sq1.

定义 2.10：设 𝑎是 𝑅上分次代数 𝐴中的元素.如果 𝑎可以表示为 ∑𝑖 𝑎𝑖𝑏𝑖,其中每个
𝑎𝑖 和 𝑏𝑖 的次数都低于 𝑎的次数,则称 𝑎是可分解的；否则称 𝑎是不可分解的.
例如,Sq6 是可分解的, 因为由 Adem 关系 Sq2Sq4 = Sq6 + Sq5Sq1；Sq1 是不
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可分解的,Sq2 也是不可分解的, 因为 Sq1Sq1 = 0.Sq𝑖 不可分解当且仅当 𝑖 是 2 的
幂 [35].
定理 2.7：𝒜2的不可分解元素集合 {Sq2

𝑖
∶ 𝑖 ⩾ 0}生成了𝒜2

[33].
证明：该命题的证明对 p=2或 p为奇素数情况都适用:设 𝑖 = 𝑖0 + 𝑖1𝑝 + ⋯ + 𝑖𝑘𝑝𝑘,
其中 𝑖𝑘 ≠ 0.令 𝑏 = 𝑝𝑘 , 𝑎 = 𝑖 −𝑏,使得如果 𝑖不是 𝑝的幂,则 𝑎 < 𝑝𝑏且 𝑎, 𝑏 > 0.如
果我们能证明 ((𝑝−1)𝑏−1𝑎 )（即 𝑗 = 0项）非零,那么结论可由 Adem关系得出.事实
上也确实如此:(𝑝−1)𝑏−1 = 𝑝𝑘+1−1−𝑝𝑘 = (𝑝−1)(1+𝑝+⋯+𝑝𝑘−1+(𝑝−2)𝑝𝑘

的 𝑝进制展开以及 𝑎 = 𝑖0 + 𝑖1𝑝 +⋯+ (𝑖𝑘 − 1)𝑝𝑘.于是有

((𝑝 − 1)𝑏 − 1𝑎 ) = (𝑝 − 1𝑖0
)⋯(𝑝 − 1𝑖𝑘−1

)(𝑝 − 2𝑖𝑘 − 1
),

该乘积非零.
∎

至此我们知道 𝒜2 是 ℤ/2 上的代数, 其非交换乘法由张量积代数中的乘积给
出,单位元在零次为恒等映射,其余次数为零.
接下来我们将看到 Steenrod代数还具有的 Hopf代数的结构.为说明 𝒜2 确为

Hopf代数,需要给出一个对角映射和一个增广映射,使之满足 Hopf代数的定义.
定义 2.11 (𝒜2 上的 𝛥运算)：定义 𝛥 ∶ 𝒜2 → 𝒜2⊗𝒜2如下:

𝛥(Sq𝑖) =
𝑖

∑
𝑘=0

Sq𝑖−𝑘⊗ Sq𝑘 和 𝛥(Sq𝑖⊗ Sq𝑗) = 𝛥(Sq𝑖) ⊗ 𝛥(Sq𝑗).

定理 2.8：上述 𝛥诱导了一个代数同态 𝛥 ∶ 𝒜2 → 𝒜2⊗𝒜2.这个 𝛥是余结合且余
交换的.
定理 2.9：𝒜2是 Hopf代数.
证明：回顾𝒜2带有的四个运算:
乘法𝛁 ∶ 𝒜2⊗𝒜2 → 𝒜2, 𝛁(Sq𝑖⊗ Sq𝑗) = Sq𝑖 ∘ Sq𝑗；
单位𝜂 ∶ ℤ2 → 𝒜2, 𝜂(1) = 𝑆𝑞0；
余乘法𝛥 ∶ 𝒜2 → 𝒜2⊗𝒜2, 𝛥(Sq𝑖) = ∑𝑖𝑘=0 Sq

𝑖−𝑘⊗ Sq𝑘；

增广运算𝜀 ∶ 𝒜2 → ℤ2 , 𝛥(Sq𝑖) = {
1, 如果𝑖 = 0,

0, 否则.
. 欲说明𝒜2 是 Hopf代数,

只需验证定义 2.7中的四个条件:
（1）(𝒜2, 𝛁, 𝜂)是一个 ℤ2-代数；

对于任意 𝑖, 𝑗都有: (Sq𝑖 ∘ Sq𝑗) ∘ Sq𝑘 = Sq𝑖 ∘ (Sq𝑗 ∘ Sq𝑘),
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对于任意 𝑛都有: Sq0 ∘ Sq𝑛 = Sq𝑛 = Sq𝑛 ∘ Sq0

因此（1）成立.
（2）(𝒜2, 𝛥, 𝜀)是一个 ℤ2-余代数；对任意生成元 Sq𝑛,

(𝛥 ⊗ id)𝛥(Sq𝑛) = (𝛥⊗ id) ∑
𝑖+𝑗=𝑛

Sq𝑖⊗ Sq𝑗 = ∑
𝑖+𝑗=𝑛

∑
𝑘+𝑙=𝑖

Sq𝑘⊗ Sq𝑙⊗ Sq𝑗 ,

(id⊗𝛥)𝛥(Sq𝑛) = (id⊗𝛥) ∑
𝑖+𝑗=𝑛

Sq𝑖⊗ Sq𝑗 = ∑
𝑖+𝑗=𝑛

∑
𝑘+𝑙=𝑗

Sq𝑖⊗ Sq𝑘⊗ Sq𝑙 .

因此 (id⊗𝛥)𝛥(Sq𝑛) = (𝛥⊗ id)𝛥(Sq𝑛) . 结合定理 2.8即得（2）成立.
（3）复合映射 𝜂 ∘ 𝜀和 𝜀 ∘ 𝜂在零次上是恒等映射；
由定义直接得.
（4）下图交换:

𝒜2⊗𝒜2 𝒜2 𝒜2⊗𝒜2

𝒜2⊗𝒜2⊗𝐴⊗𝒜2 𝒜2⊗𝒜2⊗𝒜2⊗𝒜2

𝛁 𝛥

𝛥⊗𝛥

1⊗𝑇⊗1

𝛁⊗𝛁

欲证此图交换,我们取左上角的一个元素 Sq𝑖⊗ Sq𝑗,它沿着上面的边走到右上角得
到 ∑𝑖𝑘=0∑

𝑗
𝑙=0(Sq

𝑖−𝑘Sq𝑗−𝑙)⊗ (Sq𝑘Sq𝑙),另一条路来说,它沿着左-下来到右下角得到
∑𝑖𝑘=0∑

𝑗
𝑙=0 Sq

𝑖−𝑘⊗ Sq𝑗−𝑙⊗ Sq𝑘⊗ Sq𝑙,由于

𝛁⊗ 𝛁(
𝑖

∑
𝑘=0

𝑗

∑
𝑙=0

Sq𝑖−𝑘⊗ Sq𝑗−𝑙⊗ Sq𝑘⊗ Sq𝑙) =
𝑖

∑
𝑘=0

𝑗

∑
𝑙=0
(Sq𝑖−𝑘Sq𝑗−𝑙) ⊗ (Sq𝑘Sq𝑙).

因此我们得到该图交换.将上述过程画图表示的话就是下图.
Sq𝑖⊗ Sq𝑗 Sq𝑖Sq𝑗 ∑𝑖𝑘=0 ∑

𝑗
𝑙=0(Sq

𝑖−𝑘Sq𝑗−𝑙) ⊗ (Sq𝑘Sq𝑙)

∑𝑖𝑘=0 ∑
𝑗
𝑙=0 Sq

𝑖−𝑘⊗ Sq𝑘⊗ Sq𝑗−𝑙⊗ Sq𝑙 ∑𝑖𝑘=0 ∑
𝑗
𝑙=0 Sq

𝑖−𝑘⊗ Sq𝑗−𝑙⊗ Sq𝑘⊗ Sq𝑙

𝛁

𝛥⊗𝛥

𝛥

1⊗𝑇⊗1

𝛁⊗𝛁

至此,我们说明了𝒜2具有 Hopf代数结构,事实上𝒜𝑝 也具有 Hopf代数结构,且证
明思路与上文陈述的 𝒜2 的证明思路类似.这一部分在 Milnor在 1958年曾给出细
致讨论 [20].
至此,本章对于经典上同调理论上的 Steenrod运算的相关介绍就到此结束.下

一章,我们将进入拓扑 K理论的领域,去了解拓扑 K理论的相关背景和它上面的运
算,帮助我们更深地理解不同理论上运算的共性与本质特征,为我们研究运算及其
应用提供了不同的视角.比如本章的 Steenrod运算和下一章要介绍的 Adams运算
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同属所在理论上的加性运算. 这也启发我们研究更通俗意义上的理论上的加性运
算所具备的共同性质、特征及本质信息.在对类似运算产生深刻理解后再回过头来
研究 Steenrod运算,我们将会有更深的体会.

∎
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第 3章 拓扑 K理论上的幂运算

这一章我们将围绕拓扑 K 理论上的幂运算展开, 用四个小节的篇幅分别介绍
拓扑K理论的起源发展及相关概念、拓扑K理论上幂运算的构造及性质,还有如何
利用对称群表示环上元素与拓扑 K理论上运算的对应来构造经典运算（如 Adams
运算）,最后引入 𝜆-环的概念帮助我们以更高的视角理解上同调理论上的运算及运
算间的决定关系.

3.1 拓扑 K理论简介

1957年Grothendieck在证明Riemann-Roch定理时有意识地对代数簇上的向量
丛同构类构成的半群进行群化操作, 构造了 K 群. 紧接着,1960 年,Atiyah 和 Hirze-
bruch将 Grothendieck构造中的代数簇换成紧拓扑空间 X,并发现此时 K(X)可以看
作一个交换环.同时,作为一个函子而言,K(·)满足上同调公理,于是 K(·)就成为
了人们发现的第一个广义上同调理论.我们将其称为拓扑 K理论.
以下是关于拓扑 K理论的详细介绍:
对于 X上的两个向量丛 𝐸1,𝐸2来说,如果 𝐸1⊕𝜖𝑛 ≅ 𝐸2⊕𝜖𝑛,则称它们是稳定

同构的,记为 𝐸1 ∼𝑠 𝐸2,其中 𝜖𝑛 是 𝑛维平凡丛.由 ∼𝑠 的定义可以直接得到 ∼𝑠 满足
自反性,对称性和传递性,因此 ∼𝑠是一个等价关系.在此基础上,我们定义拓扑空间
X上向量丛同构类的加法 𝐸1+𝐸2 := 𝐸1⊕𝐸2,（有时我们会把 𝐸的同构类也记为 𝐸,
具体含义视语境而定）.该加法满足结合律、交换律,且有单位元 𝜖0.但是目前只有
𝜖0有其自身的逆,因此 x上向量丛的同构类仅构成半群.对这个半群进行群化操作:
对所有 𝐸 添加形式逆 −𝐸,并定义 𝐸1 − 𝐸′1 = 𝐸2 − 𝐸′2 如果 𝐸1 + 𝐸′2 ∼𝑠 𝐸2 + 𝐸′1.将
添加进全部元素的逆元后的群记为 𝐾(𝑋).除了这种方式外,我们还可以通过考虑 X
上的丛构成的复形, 并在这些复形上定义合适的等价关系来构造我们的拓扑 K 理
论,这部分内容可以参考 Atiyah和 Segal所写的 K理论相关著作 [9] [26].

以上是由稳定同构关系构造出的 𝐾(𝑋), 实际上, 我们还有一个类似的构造
𝐾̃(𝑋),这两个构造有着密切的联系.
如果对于某些 𝑚和 𝑛有 𝐸1⊕ 𝜖𝑚 ≅ 𝐸2⊕ 𝜖𝑛,那么我们就说 𝐸1 ∼ 𝐸2 .同样,∼

也是一个等价关系, 还是将向量丛同构类间的直和运算当作向量丛同构类间的的
加法运算.因为对任意 𝐸,都存在向量丛 𝐸⟂ 使得 𝐸 ⊕ 𝐸⟂ ≅ 𝜖𝑛 ∼ 𝜖0 对某个 𝑛 成
立,所以 𝑋上所有向量丛的等价类的集合自动构成一个阿贝尔群.这个群就是我们
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上面说的 𝐾̃(𝑋).
命题 3.1：𝐾(𝑋) = 𝐾̃(𝑋) ⊕ ℤ
证明：设 E是 𝐾(𝑋)中的一个元素,由定义可知存在 𝐸1,𝐸2 使得 𝐸=𝐸1 − 𝐸2=(𝐸1 +
𝐸⟂2 ) − (𝐸2 + 𝐸⟂2 )=(𝐸1 + 𝐸⟂2 ) − 𝜖𝑛.

定义秩同态 𝑟 ∶ 𝐾(𝑋) → ℤ如下:对于 𝑥 = [𝐸−𝜖𝑛] ∈ 𝐾(𝑋),令 𝑟(𝑥) = rank(𝐸)−
𝑛,其中 rank(𝐸)是 𝐸的纤维维数.由于若 𝐸−𝜖𝑛 = 𝐹−𝜖𝑚则存在 𝑡使得 𝐸⊕𝜖𝑚+𝑡 ≅
𝐹⊕𝜖𝑛+𝑡,两边取秩得 rank(𝐸)+𝑚+𝑡 = rank(𝐹)+𝑛+𝑡,故 rank(𝐸)−𝑛 = rank(𝐹)−𝑚,
因此 𝑟是良定义的.因为 𝑟([𝜖𝑘 − 𝜖0]) = 𝑘,所以 𝑟是群同态且满射.
考虑自然映射 𝜑 ∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾̃(𝑋),其中 𝜑([𝐸 − 𝜖𝑛]) = [𝐸].若 𝐸 − 𝜖𝑛 = 𝐹 − 𝜖𝑚,

则存在 𝑡使 𝐸 ⊕ 𝜖𝑚+𝑡 ≅ 𝐹 ⊕ 𝜖𝑛+𝑡,故 𝐸 ∼ 𝐹,从而 𝜑良定义.
再定义 𝜓 ∶ 𝐾̃(𝑋) → 𝐾(𝑋),令 𝜓([𝐸]) = [𝐸 − 𝜖rank(𝐸)].为证良定义,设 [𝐸] = [𝐹],

即存在 𝑝, 𝑞使 𝐸⊕𝜖𝑝 ≅ 𝐹⊕𝜖𝑞,则 rank(𝐸)+𝑝 = rank(𝐹)+𝑞.记 𝑟𝐸 = rank(𝐸),𝑟𝐹 =
rank(𝐹),则 𝑟𝐹 = 𝑟𝐸 +𝑝−𝑞.由同构 𝐸⊕𝜖𝑝 ≅ 𝐹⊕𝜖𝑞两边同时加 𝜖𝑟𝐸+𝑡（𝑡待定）得
𝐸⊕𝜖𝑝+𝑟𝐸+𝑡 ≅ 𝐹⊕𝜖𝑞+𝑟𝐸+𝑡.而我们需要证明存在某个 𝑘使得𝐸⊕𝜖𝑟𝐹+𝑘 ≅ 𝐹⊕𝜖𝑟𝐸+𝑘 .
取 𝑘 = 𝑡 + 𝑞,则左边为 𝐸⊕𝜖𝑟𝐸+𝑝−𝑞+𝑡+𝑞 = 𝐸⊕𝜖𝑟𝐸+𝑝+𝑡,右边为 𝐹⊕ 𝜖𝑟𝐸+𝑡+𝑞,这正
是上面同构式（注意 𝑞 + 𝑟𝐸 + 𝑡 = 𝑟𝐸 + 𝑡 + 𝑞）.因此 𝜓良定义.
现在考虑复合: 从一个方向上来说, 对任意 [𝐸] ∈ 𝐾̃(𝑋),𝜑(𝜓([𝐸])) = 𝜑([𝐸 −

𝜖𝑟𝐸]) = [𝐸],故 𝜑∘𝜓 = id𝐾̃(𝑋).从另一个方向上来说,对任意 𝑥 = [𝐸−𝜖𝑛] ∈ ker 𝑟,即
𝑟(𝑥) = 0,故 rank(𝐸) = 𝑛,于是 𝜓(𝜑(𝑥)) = 𝜓([𝐸]) = [𝐸 − 𝜖𝑛] = 𝑥,故 𝜓 ∘ 𝜑|ker 𝑟 =
idker 𝑟.因此 ker 𝑟与 𝐾̃(𝑋)通过 𝜑和 𝜓互逆,即 ker 𝑟 ≅ 𝐾̃(𝑋).
为了构造正合列,我们定义 𝑠 ∶ ℤ → 𝐾(𝑋)为 𝑠(𝑘) = [𝜖𝑘 − 𝜖0]（其中 𝜖0是零维

平凡丛,即单位元）,则 𝑟(𝑠(𝑘)) = 𝑘,且 𝑠是单射.因此我们有正合序列

0 ⟶ 𝐾̃(𝑋) 𝜓⟶𝐾(𝑋) 𝑟⟶ ℤ⟶ 0,

且 𝑠是 𝑟的一个右逆,故该正合列分裂,因此有 𝐾(𝑋) ≅ 𝐾̃(𝑋) ⊕ ℤ.
∎

除了加法, 我们还可以在 𝐾(𝑋) 上定义乘法, 让它成为一个环:(𝐸1 − 𝐸′1)(𝐸2 −
𝐸′2) = 𝐸1⊗𝐸2 −𝐸1⊗𝐸′2 −𝐸′1⊗𝐸2 +𝐸′1⊗𝐸′2.这一乘法满足结合律、交换律以及
分配律.因此 𝐾(𝑋)是一个交换环,其单位元为 𝜖1.
有一个思路可以加深我们对 𝐾̃(𝑋)的理解:从 X中取一点 𝑥0,通过限制映射将

X上的向量丛送到它在 𝑥0 上的纤维,以这样的方式来定义映射 𝐾(𝑋) ⟶ 𝐾(𝑥0).这
一映射显然是环同态,它的核（kernel）就是 𝐾̃(𝑋).显然 𝐾̃(𝑋)是 𝐾(𝑋)的一个理想,
并且自身也是一个环.
知道它们都是环后,𝐾(⋅) 和 𝐾̃(⋅) 都是是从拓扑空间范畴到交换环范畴的反变
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函子.如果连续映射 f和 g满足 𝑓 ≃ 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑌,那么 𝑓∗ = 𝑔∗ ∶ 𝐾(𝑌) → 𝐾(𝑋).
定义 3.1 (外部积)：两个不同空间上向量丛同构类的外部积按如下方式定义:设 𝑝1
和 𝑝2是 𝑋 ×𝑌到 𝑋和 𝑌的投影. 外部积 𝜇 ∶ 𝐾(𝑋)⊗𝐾(𝑌) → 𝐾(𝑋 × 𝑌) ,𝜇(𝑎⊗𝑏) =
𝑝∗1(𝑎)𝑝∗2(𝑏) . 𝜇是一个环同态,因为环的张量积还是环,其乘法定义为 (𝑎 ⊗ 𝑏)(𝑐 ⊗
𝑑) = 𝑎𝑐 ⊗ 𝑏𝑑,并且

𝜇((𝑎 ⊗ 𝑏)(𝑐 ⊗ 𝑑)) = 𝜇(𝑎𝑐 ⊗ 𝑏𝑑) = 𝑝∗1(𝑎𝑐)𝑝∗2(𝑏𝑑) = 𝑝∗1(𝑎)𝑝∗1(𝑐)𝑝∗2(𝑏)𝑝∗2(𝑑)

= 𝑝∗1(𝑎)𝑝∗2(𝑏)𝑝∗1(𝑐)𝑝∗2(𝑑) = 𝜇(𝑎 ⊗ 𝑏)𝜇(𝑐 ⊗ 𝑑).

普通上同调中的外部积被称为”叉积”,并记作 𝑎×𝑏,但这个符号可能会跟笛卡
尔积混淆,因此我们有时用符号 𝑎 ∗ 𝑏作为 𝜇(𝑎 ⊗ 𝑏)的简写.
与在 𝐾(𝑋)上定义的外积对应,我们在 𝐾̃(𝑋)上也定义了约化积,也由投影映射

的诱导表示.
由此我们可以证明乘积定理,再以乘积定理为基础证明 Bott周期性,最后定义

Adams运算.
定理 3.1 (基本乘积定理)：对于任意紧致 Hausdorff空间 𝑋.同态

𝜇 ∶ 𝐾(𝑋)⊗ℤ ℤ[𝐻]/(𝐻 − 1) → 𝐾(𝑋 × 𝑆2)

是一个同构

证明：证明详见 Hatcher在关于向量丛与 K理论书籍 [16]的第二章定理 2.2 ∎
定理 3.2 (Bott 周期定理)：对于任意的紧 Hausdorff 空间 𝑋 , 同态 𝛽 ∶ 𝐾̃(𝑋) →
𝐾̃(𝑆2𝑋), 𝛽(𝑎) = (𝐻 − 1) ∗ 𝑎是一个同构 [17].
证明：映射 𝛽是复合映射

𝐾̃(𝑋) → 𝐾̃(𝑆2) ⊗ 𝐾̃(𝑋) → 𝐾̃(𝑆2𝑋)

其中第一个映射定义为 𝑎 ↦ (𝐻 − 1)⊗ 𝑎 .因为 𝐾(𝑆2) ≅ ℤ[𝐻]/(𝐻 − 1)2,所以第一
个映射直接就是同构.第二个映射是外积,由乘积定理得其也为同构.因此复合映射
𝛽就是同构,故得证. ∎
推论 3.1：𝐾̃(𝑆2𝑛+1) = 0且 𝐾̃(𝑆2𝑛) ≅ ℤ,由 𝑛重积 (𝐻 − 1) ∗ ⋯ ∗ (𝐻 − 1)生成.
证明：因为 𝐾̃(𝑆1) = 0且 𝐾̃(𝑆2) ≅ ℤ,所以由 Bott周期性直接得此推论.

∎
我们现在知道了 𝐾(⋅)和 𝐾̃(⋅)的很多关系和性质,但是之所以它们在代数拓扑

中那么重要的最关键原因我们还没有提及, 那就是它们具备上同调函子的很多性
质.因此,接下来我们将说明如何把它们看成上同调理论,或者说如何把我们认识的
𝐾(⋅)和 𝐾̃(⋅)扩展到其它阶数上去.为了这一目的,让我们先回到正合列上来.
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命题 3.2：如果 𝑋是紧 Hausdorff空间且 𝐴 ⊂ 𝑋是一个闭子空间,则包含映射和商
映射 𝐴 𝑖−→ 𝑋 𝑞−→ 𝑋/𝐴诱导的同态 𝐾̃(𝑋/𝐴) 𝑞∗−−→ 𝐾̃(𝑋) 𝑖∗−→ 𝐾̃(𝐴)在 𝐾̃(𝑋)处正合.
证明：证明正合,即证明 Im 𝑞∗ = Ker 𝑖∗,也即证明两者两个方向的包含关系都成立.

Im 𝑞∗ ⊂ Ker 𝑖∗是显然的: 它等价于 𝑖∗𝑞∗ = 0.由于 𝑞𝑖等于复合映射 𝐴 → 𝐴/𝐴 →
𝑋/𝐴且 𝐾̃(𝐴/𝐴) = 0,因此有 𝑖∗𝑞∗ = 0.

Ker 𝑖∗ ⊂ Im 𝑞∗:假设向量丛 𝑝 ∶ 𝐸 → 𝑋在 𝐴上的限制是稳定平凡的.给 𝐸 加上
一个平凡丛,我们可以假设 𝐸 本身在 𝐴上是平凡的.选取一个平凡化 ℎ ∶ 𝑝−1(𝐴) →
𝐴 × ℂ𝑛, 令 𝐸/ℎ 为 𝐸 以如下方式粘合后的商空间: 对于 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 将 ℎ−1(𝑥, 𝑣) 与
ℎ−1(𝑦, 𝑣)等同.于是有一个诱导的投影 𝐸/ℎ → 𝑋/𝐴.为了说明这是一个向量丛,我
们需要在点 𝐴/𝐴的一个邻域上找到局部平凡化.

欲说明由于 𝐸在 𝐴上是平凡的,它在 𝐴的某个邻域上也是平凡的.在大多数情
况下,这是因为存在一个邻域形变收缩到 𝐴,所以 𝐸 在该邻域上的限制同构于通过
收缩映射拉回的 𝑝−1(𝐴),因此它是平凡的.在没有这样的形变收缩时,可以运用下
面的方式说明.𝐸 在 𝐴上的一个平凡化决定了截面 𝑠𝑖 ∶ 𝐴 → 𝐸,它们构成了 𝐴上的
纤维的一组基.取 𝐴在 𝑋中的一组开覆盖 {𝑈𝑗},使得 𝐸在每个 𝑈𝑗 上平凡.通过局部
平凡化,每个截面 𝑠𝑖可视为从 𝐴∩𝑈𝑗到某固定纤维的映射,于是由 Tietze扩张定理,
我们可以得到扩张成 𝑠𝑖 的截面 𝑠𝑖𝑗 ∶ 𝑈𝑗 → 𝐸 .设 {𝜑𝑗 , 𝜑}是 𝑋 的开覆盖 {𝑈𝑗 , 𝑋 − 𝐴}
的分解,则 ∑𝑗 𝜑𝑗𝑠𝑖𝑗 给出了 𝑠𝑖 到整个 𝑋上的扩张.由于这些截面在 𝐴上的所有纤维
中都构成基,所以它们在全体邻近纤维中也必构成一组基.具体地说,在 𝑈𝑗 上,扩张
后的 𝑠𝑖 可视为一个矩阵函数,它在 𝐴的每点具有非零行列式,因此在邻近点也有非
零行列式.
于是我们有了 𝐸 在 𝐴 的一个邻域 𝑈 上的平凡化 ℎ. 这诱导出 𝐸/ℎ 在 𝑈/𝐴 上

的一个平凡化, 所以 𝐸/ℎ 是一个向量丛. 剩下只需验证 𝐸 ≅ 𝑞∗(𝐸/ℎ). 在下面的交
换图中, 商映射 𝐸 → 𝐸/ℎ 在纤维上是同构, 因此该映射和 𝑝 一起给出了一个同构
𝐸 ≅ 𝑞∗(𝐸/ℎ).

𝐸 𝐸/ℎ

𝑋 𝑋/𝐴

𝑝
𝑞

∎
引理 3.1：如果拓扑空间 X的子集 A可缩,那么商映射 𝑋 → 𝑋/𝐴诱导了双射 𝑞∗ ∶
𝑉𝑒𝑐𝑡𝑛(𝑋/𝐴) → 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑛(𝑋).
由命题 3.2, 我们知道对于紧 Hausdorff 空间对 (X,A), 有以下这个正和
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列:𝐾̃(𝑆2𝑋) → 𝐾̃(𝑆2𝐴) → 𝐾̃(𝑆(𝑋/𝐴)) → 𝐾̃(𝑆𝑋) → 𝐾̃(𝑆𝐴) → 𝐾̃(𝑋/𝐴) → 𝐾̃(𝑋) →
𝐾̃(𝐴). 设 𝐾̃−𝑛(𝑋) ∶= 𝐾̃(𝑆𝑛𝑋) 𝐾̃−𝑛(𝑋, 𝐴) ∶= 𝐾̃(𝑆𝑛(𝑋/𝐴)),则有正合列

𝐾̃−2(𝑋) → 𝐾̃−2(𝐴) → 𝐾̃−1(𝑋, 𝐴) → 𝐾̃−1(𝑋) → 𝐾̃−1(𝐴) → 𝐾̃0(𝑋, 𝐴) → 𝐾̃0(𝑋) → 𝐾̃0(𝐴)

这里选择负指标是为了使该正合列中的边界映射像平常的上同调理论中一样

增加维数.由 Bott周期性可以进一步提升维数,并把第二行的长正合列”卷”成一个
六项的周期正合列.同时,令 𝐾̃2𝑖(𝑋) = 𝐾̃(𝑋)和 𝐾̃2𝑖+1(𝑋) = 𝐾̃(𝑆𝑋).,我们把 𝐾̃𝑛 的
定义推广到了正 𝑛 . 于是我们得到了这样的正合列:

𝐾̃0(𝑋, 𝐴) 𝐾̃0(𝑋) 𝐾̃0(𝐴)

𝐾̃1(𝐴) 𝐾̃1(𝑋) 𝐾̃1(𝑋, 𝐴)

通过把外积 𝐾̃(𝑋) ⊗ 𝐾̃(𝑌) → 𝐾̃(𝑋 ∧ 𝑌)中的 𝑋和 𝑌替换为 𝑆𝑖𝑋和 𝑆𝑗𝑌,我们得
到了 𝐾̃𝑖(𝑋)⊗ 𝐾̃𝑗(𝑌) → 𝐾̃𝑖+𝑗(𝑋 ∧ 𝑌).如果我们定义 𝐾̃∗(𝑋) ∶= 𝐾̃0(𝑋)⊕ 𝐾̃1(𝑋),那么
就给出了 𝐾̃∗(𝑋)⊗ 𝐾̃∗(𝑌) → 𝐾̃∗(𝑋 ∧ 𝑌).. 将 (𝑋 × 𝑌)/(𝑋 × 𝐵 ∪ 𝐴 × 𝑌) = 𝑋/𝐴 ∧ 𝑌/𝐵.
用在 𝐾̃(𝛴𝑖(𝑋/𝐴)) ⊗ 𝐾̃(𝛴𝑗(𝑌/𝐵)) → 𝐾̃(𝛴𝑖+𝑗(𝑋/𝐴 ∧ 𝑌/𝐵))上面,我们就得到了上面
乘积公式的相对形式: 𝐾̃∗(𝑋, 𝐴) ⊗ 𝐾̃∗(𝑌, 𝐵) → 𝐾̃∗(𝑋 ∧ 𝑌, 𝑋 × 𝐵 ∪ 𝐴 × 𝑌),
如果我们把外积 𝐾̃∗(𝑋) ⊗ 𝐾̃∗(𝑋) → 𝐾̃∗(𝑋 ∧ 𝑋) 结合上由对角映射 𝑋 → 𝑋 ∧

𝑋, 𝑥 ↦ (𝑥, 𝑥)诱导的映射 𝐾̃∗(𝑋 ∧𝑋) → 𝐾̃∗(𝑋) ,就得到了 𝐾̃∗(𝑋)上的乘法运算,于
是 𝐾̃∗(𝑋)就成为环（像其它上同调理论中的上同调环一样）.不难验证这一定义是
𝐾̃0(𝑋)上的环结构的扩张.
以下的两个例子足以体现拓扑 K理论作为广义上同调理论的优美性质.

例 3.1：对于 𝛼 ∈ 𝐾̃𝑖(𝑋)和 𝛽 ∈ 𝐾̃𝑗(𝑋),有 𝛼𝛽 = (−1)𝑖𝑗𝛽𝛼.
例 3.2：下图的正合列是 𝐾̃∗(𝑋)-模的正合列,三者间的映射是 𝐾̃∗(𝑋)-模同态.

𝐾̃∗(𝑋, 𝐴) 𝐾̃∗(𝑋)

𝐾̃∗(𝐴)

至此, 我们介绍了拓扑 K 理论的定义, 以及它何以成为广义上同调理论. 特别
是对于拓扑 K理论作为广义上同调理论所满足的同伦公理、正合公理以及 𝐾̃∗(𝑋)
环结构,我们都做出了详细介绍.在搭好拓扑 K理论的框架后,在接下来的 3节中,
我们将在构造拓扑 K理论上全幂运算的基础上利用表示论手段进一步构造出拓扑
K理论上的 Adams运算等经典运算,以揭示它们的性质和关系,同时体现 K(X)的
𝜆−环结构.

39



第 3章 拓扑 K理论上的幂运算

3.2 拓扑 K理论上的幂运算

在拓扑K理论中,向量丛除了进行直和与张量积运算外,还可以做对称幂运算、
外幂运算以及更一般的其它运算.由于拓扑空间的 𝑚次张量幂天然带有对称群 𝛴𝑚
的作用,因此这些运算最自然的统一对象不是单个对称幂运算 𝜎𝑚 或外幂运算 𝜆𝑚,
而是全幂运算.我们将借鉴 Rezk的思路,先构造全幂运算,再从利用对称群表示环
中元素与拓扑 K理论运算的对应的角度构造出对称幂运算、外幂运算和 Adams运
算.我们将看到这几个运算与全幂运算之间的密切联系.最后还会介绍K(X)的 𝜆-环
结构.
考虑复向量丛 𝑉 → 𝑋;将 𝑋看作有限 CW复形.向量空间的张量积在乘积空间

𝑋×𝑚上诱导出一个向量丛,记作 𝑉⊠𝑚,称为外张量积.向量丛 𝑉⊠𝑚明显有 𝛴𝑚作用,
与 𝑋×𝑚 上的作用相容.因此,丛 𝑉⊠𝑚 → 𝑋×𝑚 是一个 𝛴𝑚-等变丛.
定义 3.2：上述由向量丛 V得到外张量积构成的向量丛的过程实际上可以看作 K
理论间的运算,也就是𝑚次幂运算 𝒫𝑚 ∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾𝛴𝑚(𝑋×𝑚).
设 𝛿 ∶ 𝑋 → 𝑋×𝑚 为对角嵌入.与 𝒫𝑚 复合就得到了 𝑃𝑚,即 𝑃𝑚 ∶= 𝒫𝑚 ∘ 𝛿∗.

𝐾(𝑋) 𝒫𝑚−−→ 𝐾𝛴𝑚(𝑋×𝑚)
𝛿∗−−→ 𝐾𝛴𝑚(𝑋),

由于 𝛴𝑚 在 𝑋的对角拷贝上平凡作用,存在一个自然映射（这是一个同构）:

𝐾(𝑋)⊗ℤ 𝑅𝛴𝑚 → 𝐾𝛴𝑚(𝑋)

定义 3.3：G是一个群,表示环 RG指的是 G的有限维表示的同构类的形式和构成
的环.出于与 K(X)同样的原因,RG是也是环.
例 3.3：设𝑚 = 2.那么 𝑅𝛴2 ≅ ℤ[𝑠]/(𝑠2−1),其中 𝑠代表符号表示.映射 𝑃2 ∶ 𝐾(𝑋) →
𝐾(𝑋)⊗ℤ ℤ[𝑠]/(𝑠2 − 1)分解为

𝑃2(𝑥) = 𝜎2(𝑥) ⋅ 1 + 𝜆2(𝑥) ⋅ 𝑠,

其中 𝜎2是第二对称幂运算,𝜆2是第二外幂运算.
一般地,由于 𝑅𝛴𝑚 有一组由不可约表示 𝑉𝜋 构成的基,所以我们可以写

𝑃𝑚(𝑥) =∑𝜙𝜋(𝑥) ⋅ [𝑉𝜋].

这定义了每个不可约表示 𝜋的一个函数 𝜙𝜋 ∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾(𝑋).注意 𝜙1(𝑥) = 𝜎𝑚(𝑥) ,
𝜙sgn(𝑥) = 𝜆𝑚(𝑥).
更一般地,如果 𝐺 是一个带着同态 𝐺 → 𝛴𝑚 的有限群,那么我们可以通过这样

映射的复合来定义 𝒫𝐺 ∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾𝐺(𝑋×𝑚) :

𝐾(𝑋) 𝒫𝑚−−→ 𝐾𝛴𝑚(𝑋×𝑚)
res−−→ 𝐾𝐺(𝑋×𝑚).
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为了更好地描述幂运算相关的性质, 接下来我们要介绍两个新的概念: 圈积
(wreath product)和转移（transfer）.
定义 3.4 (圈积)：给定一个群 𝐺,用 𝐺 ≀ 𝛴𝑚 表示”圈积”,圈积由如下正合列定义:

1 → 𝐺𝑚 → 𝐺 ≀ 𝛴𝑚 → 𝛴𝑚 → 1

注意 𝐺 × 𝛴𝑚 ⊂ 𝐺 ≀ 𝛴𝑚.
若 𝐺 带有同态: 𝐺 → 𝛴𝑛, 则存在从圈积出发的同态 𝐺 ≀ 𝛴𝑚 → 𝛴𝑚𝑛, 其构造如

下:由于 𝐺 作用在 𝑛上,我们可以让 𝐺𝑚 作用在 𝑛 × 𝑚上,其中第 𝑖 个的 𝐺 作用在
𝑛 × {𝑖}上.让 𝛴𝑚 通过𝑚作用在 𝑛 ×𝑚上,我们就得到了 𝐺 ≀ 𝛴𝑚 的一个作用.
因此我们可以在 𝐺-等变 𝐾理论上定义一个幂运算:

𝒫𝑚 ∶ 𝐾𝐺(𝑋) → 𝐾𝐺≀𝛴𝑚(𝑋×𝑚).

将这一幂运算进一步限制到 𝑋和 𝐺的 m次乘积上,就得到新的映射 𝑃𝑚:

𝐾𝐺(𝑋)
𝒫𝑚−−→ 𝐾𝐺≀𝛴𝑚(𝑋×𝑚)

res−−→ 𝐾𝐺×𝛴𝑚(𝑋) ≅ 𝐾𝐺(𝑋) ⊗ℤ 𝑅𝛴𝑚.

性质 1 (全幂运算的性质)：我们将列出 𝒫𝑚 运算的一些性质,并给出一些理解（事
实上,顺着这些性质就可以推出 𝑃𝑚 的类似性质）.

(a)考虑 {𝑒} → 𝛴𝑚,则有 𝒫{𝑒}(𝑥) = 𝑥⊠𝑚 .即复合映射

𝐾(𝑋) → 𝐾𝛴𝑚(𝑋×𝑚)
res−−→ 𝐾(𝑋×𝑚)

是𝑚次外幂运算.因此 𝑃𝑚 限制到平凡群上就是通常的𝑚次幂运算.
(b)运算 𝒫𝑚 是可乘的, 即 𝒫𝑚(𝑥𝑦) = 𝒫𝑚(𝑥)𝒫𝑚(𝑦). 更一般地,𝒫𝑚 与外 Künneth

乘积交换.（由向量空间 𝑉和𝑊 的自然同构 (𝑉 ⊗𝑊)⊗𝑚 ≅ 𝑉⊗𝑚⊗𝑊⊗𝑚 直接推

出.）
(c)𝒫𝑚(1) = 1.
(d)以下图表交换

𝐾(𝑋) 𝐾𝛴𝑚𝑛(𝑋𝑚𝑛)

𝐾𝛴𝑛(𝑋𝑛) 𝐾𝛴𝑛≀𝛴𝑚(𝑋𝑚𝑛)

𝒫𝑚𝑛

𝒫𝑛 𝑟𝑒𝑠𝛴𝑚𝑛𝛴𝑛≀𝛴𝑚

𝒫𝑚

这跟 (𝑉⊗𝑛)⊗𝑚 ≅ (𝑉⊗𝑚𝑛)有关
(e)有

𝒫𝑚(0) = {
1 若𝑚 = 0,

0 若𝑚 > 0.
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(f)有

𝒫𝑚(𝑥 + 𝑦) = ∑
𝑖+𝑗=𝑚

ind𝛴𝑚𝛴𝑖×𝛴𝑗(𝒫𝑖(𝑥) ⊠ 𝒫𝑗(𝑦)).

在了解到全幂运算的基本性质后, 下面我们将对比 m 次幂运算与幂函数的性
质,方便大家直观了解到全幂运算的性质的内涵.

K理论上的𝑚次幂运算 𝒫𝑚 数域上的幂指数运算

𝑓𝑚(𝑥) = 𝑥𝑚
直观公式

𝒫{𝑒}(𝑥) = 𝑥⊠𝑚 𝑓𝑚(𝑥) = 𝑥𝑚 𝑥𝑚 = 𝑥𝑚

𝒫𝑚(𝑥𝑦) = 𝒫𝑚(𝑥)𝒫𝑚(𝑦) 𝑓𝑚(𝑥𝑦) = 𝑥𝑚𝑦𝑚 (𝑥𝑦)𝑚 = 𝑥𝑚𝑦𝑚

𝒫𝑚(1) = 1 𝑓𝑚(1) = 1 1𝑚 = 1

(res𝛴𝑚𝑛𝛴𝑛≀𝛴𝑚) ∘ 𝒫𝑚𝑛 = 𝒫𝑚 ∘ 𝒫𝑛 𝑓𝑚𝑛 = 𝑓𝑚 ∘ 𝑓𝑛 𝑥𝑚𝑛 = (𝑥𝑛)𝑚

𝒫𝑚(0) = 1 (𝑚 =
0), 𝒫𝑚(0) = 0 (𝑚 > 0)

𝑓𝑚(0) = 0对所有𝑚 0𝑚 = 0

𝒫𝑚(𝑥 + 𝑦) =
∑𝑖+𝑗=𝑚 ind𝛴𝑚𝛴𝑖×𝛴𝑗(𝒫𝑖(𝑥) ⊠
𝒫𝑗(𝑦))

𝑓𝑚(𝑥 + 𝑦) = ∑
𝑚
𝑖=0 (𝑚𝑖 )𝑥

𝑖𝑦𝑚−𝑖 (𝑥 + 𝑦)𝑚 = ∑𝑚𝑖=0 (𝑚𝑖 )𝑥
𝑖𝑦𝑚−𝑖

表 3-1 拓扑 K理论上幂运算与普通幂函数性质的对比

事实上,𝒫𝑚 的性质之所以能这么好,很大程度上依赖于⊗的良好性质,这一点
在性质（b）、（d）、（f）中体现得尤为明显.
总的来说, 这些性质都围绕 𝒫𝑚 的相容性展开, 有不同次数 𝒫𝑚 之间的相容

性,𝒫𝑚与环的运算之间的相容性等.具体来说:（b）和（c）说明了 𝒫𝑚具有同态的
性质.（b）体现 𝒫𝑚与环本身的乘法运算相容,（c）则体现 𝒫𝑚将乘法单位送到乘法
单位.与之对比,（e）、（f）则直接说明 𝒫𝑚本身不是环同态.（e）说明不同次数 𝒫𝑚
将环内加法零元送到加法零元或乘法单位元.（f）说明了 𝒫𝑚作用后有很多混合项,
但这也为后续我们将这部分混合项商掉构造出真正的环同态提供了基础.（d）体现
不同次数幂运算的关联性.
（e）的分类讨论的结果暗示了我们可以考虑将全部的 𝒫𝑚 放在一起考虑,因此

我们把全部信息放在一起定义了 𝒫,以展示 𝒫𝑚 良好的整体性质.
定义 3.5：把所有 𝒫𝑚 放在一起得到

𝒫 = 𝒫𝑚 ∶ 𝐾(𝑋) → ∏
𝑚⩾0

𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚),
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由性质（e）、（f）,可直接得 𝒫(0) = 1,𝒫(𝑥 + 𝑦) = 𝒫(𝑥)𝒫(𝑦). 如上面的表格
所列,我们看到 𝒫𝑚 具备像幂函数一样的性质,而现在定义出的 𝒫 则表现出和指数
函数一样的性质,我们同样也把它们都列出来方便更直观地对比.

𝒫(0) = 1, 𝒫(𝑥 + 𝑦) = 𝒫(𝑥)𝒫(𝑦).

𝑒0 = 1, 𝑒𝑥+𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑦.

性质（f）告诉我们 𝒫𝑚不是群同态,在作加法时会多很多”混合项”.因此,接下来我
们要构造转移理想,为商掉”混合项”,得到具备加法性的幂运算（甚至真正的环同
态）做准备.
定义 3.6 (转移)：给定一个 𝐺-空间的有限覆盖 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌,存在一个”转移”映射:

𝑓! ∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾(𝑌);

若 𝑉 → 𝑋是一个 𝐺-丛,我们定义一个 𝐺-丛 𝑓!𝑉 → 𝑌,其纤维为

(𝑓!𝑉)𝑦 = ∏
𝑥∈𝑓−1(𝑦)

𝑉𝑥;

群 𝐺 ” 对角地” 作用在空间上, 使得 𝑔 把 (𝑣𝑥)𝑥∈𝑓−1(𝑦) 送到 (𝑔𝑣𝑔−1𝑧)𝑧 ∈
𝑓−1(𝑔𝑦). 考虑 G 的子群 H ⊂ 𝐺 是, 那么就存在覆盖 𝐺 ×𝐻 𝑋 → 𝑋, 使得其诱导的
诱导映射如下:

ind𝐺𝐻 ∶ 𝐾𝐻(𝑋) ≅ 𝐾𝐺(𝐺 ×𝐻 𝑋)
𝑓!−→ 𝐾𝐺(𝑋),

特别地,如果 𝑋 = ∗,那这就是平常所说的的诱导映射 𝑅𝐻 → 𝑅𝐺.
性质 2：转移映射具有如下性质.

(i)转移是自然的,即给一列覆盖 𝑋 𝑓−→ 𝑌 𝑔−→ 𝑍,有 (𝑔𝑓)! = 𝑔!𝑓!.
(ii)给定 𝐺-空间的覆盖 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌,再给一个一个 𝐻-空间 𝑍,我们有

(𝑓 × 1𝑍)!(𝑎 × 𝑐) = 𝑓!(𝑎) × 𝑐,

其中 𝑎 ∈ 𝐾𝐺(𝑋),𝑐 ∈ 𝐾𝐻(𝑍).
(iii)给定拉回

𝑋′ 𝑋

𝑌′ 𝑌

𝑔

𝑓′ 𝑓

ℎ

其中 𝑓和 𝑓′都是覆盖,则有 ℎ∗𝑓! = (𝑓′)!𝑔∗.
(iv)给定覆盖 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌,我们有:

𝑓!(𝑎𝑓∗(𝑏)) = 𝑓!(𝑎)𝑏,
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其中 𝑎 ∈ 𝐾𝐺(𝑋),𝑏 ∈ 𝐾𝐺(𝑌).（此性质可由其他性质推出.）
定义 3.7 (真转移理想)：设 𝐼tr ⊆ 𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚)表示子群

𝐼tr ∶= ∑
𝑖+𝑗=𝑚, 0<𝑖,𝑗<𝑚

Image [ind𝛴𝑚𝛴𝑖×𝛴𝑗 ∶ 𝐾𝛴𝑖×𝛴𝑗(𝑋
𝑚) → 𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚)] .

转移的性质 (iv)表明 𝐼tr实际上是一个理想,我们把它叫做真转移理想.
由幂运算的性质 (e)和性质 (f)直接得下列复合映射具备加法性:

𝜙1 ∶ 𝐾(𝑋)
𝑃𝑚−−→ 𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚) → 𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚)/𝐼tr.

又因为质 (b)和 (c)已经说明了 𝑃𝑚 具备乘法性,因此这个复合映射就是环同态.
我们也可以由对角映射的拉回得到另一个转移理想:

𝐼tr ∶= ∑
𝑖+𝑗=𝑚, 0<𝑖,𝑗<𝑚

Image [ind𝛴𝑚𝛴𝑖×𝛴𝑗 ∶ 𝐾(𝑋) ⊗ 𝑅(𝛴𝑖 × 𝛴𝑗) → 𝐾(𝑋)⊗ 𝑅𝛴𝑚] .

在这种情况下,因为转移映射仅作用在表示环的分量上,所有转移理想具有𝐾(𝑋)⊗
𝐼′tr的形式,其中 𝐼′tr ⊂ 𝑅𝛴𝑚.按这个方法,我们复合上 𝑃𝑚 = 𝒫𝑚 ∘ 𝛿∗,同样得到环同态:

𝜙2 ∶ 𝐾(𝑋)
𝑃𝑚−−→ 𝐾(𝑋)⊗ 𝑅𝛴𝑚 → 𝐾(𝑋)⊗ (𝑅𝛴𝑚/𝐼tr).

注意到,因为存在这样的同伦拉回:

(𝛴𝑚/𝛴𝑖 × 𝛴𝑗) × 𝑋 (𝛴𝑚/𝛴𝑖 × 𝛴𝑗) × 𝑋𝑚

𝑋 𝑋
由转移的性质 3,可得交换图:

𝐾(𝑋)⊗ 𝑅(𝛴𝑖 × 𝛴𝑗) 𝐾𝛴𝑖×𝛴𝑗(𝑋𝑚)

𝐾(𝑋)⊗ 𝑅(𝛴𝑚) 𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚)
𝑖𝑛𝑑

𝛿∗

𝑖𝑛𝑑

𝛿∗

因此有映射 𝜋 ∶ 𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚)/𝐼tr → 𝐾(𝑋)⊗ (𝑅𝛴𝑚/𝐼tr).
于是我们有这个图（没有说是交换图）:

𝐾𝛴𝑚(𝑋𝑚)/𝐼tr

𝐾(𝑋)

𝐾(𝑋)⊗ (𝑅𝛴𝑚/𝐼tr)

𝜋

𝜙1

𝜙2
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其中 𝜙1和 𝜙2都是环同态,那很自然地我们就会问 𝜋是同构吗,什么情况下是呢？
事实上,当 X是有限离散空间的时候,𝜋是同构.

例 3.4：设 𝑚 = 2.则 𝑅𝛴2 ≈ ℤ ⋅ 1 ⊕ ℤ ⋅ 𝑠,其中 1和 𝑠分别代表平凡表示和符号表
示.那么 𝑅(𝛴1 × 𝛴1) → 𝑅𝛴2的像是元素 1 + 𝑠生成的理想.因此 𝑅𝛴2/𝐼tr ≈ ℤ.

根据例 3.3,我们知道幂运算表达式为 𝑃2(𝑥) = 𝜎2(𝑥) ⋅ 1 + 𝜆2(𝑥) ⋅ 𝑠.,因此它在
𝐾(𝑋) ⊗ 𝑅𝛴2/𝐼tr 中的像就是 𝜎2(𝑥) − 𝜆2(𝑥).它也是我们在下一节要介绍的 Adams
运算 𝜓2(𝑥).

3.3 从表示论到拓扑 K理论上的经典运算

在这一节里, 我们将利用代数手段详细介绍 K 理论上除了幂运算外的其它经
典运算（如对称幂运算、外幂运算以及 Adams幂运算）的构造.主要利用了对称群
表示环上元素与拓扑 K理论上运算的对应关系.
我们先来介绍表示论的部分内容.定义记号:

𝑅∗(𝛴𝑚) ∶= Hom𝑍(𝑅(𝛴𝑚), 𝑍).

其中 𝑅𝐺 表示有限群 𝐺 的复表示环.记 𝑅∗𝐺 ∶= homℤ(𝑅𝐺, ℤ)为所有群同态构成的
集合.令 𝑅∗ ∶= ⨁𝑚⩾0 𝑅∗𝛴𝑚.则 𝑅∗ 是一个交换环,其乘法 𝑅∗𝛴𝑘⊗𝑅∗𝛴𝑙 → 𝑅∗𝛴𝑘+𝑙 由
限制映射 𝑅𝛴𝑘+𝑙 → 𝑅(𝛴𝑘 × 𝛴𝑙) ≅ 𝑅𝛴𝑘⊗𝑅𝛴𝑙 的对偶给出.
接下来我们将描述环 𝑅∗ 的结构（这一部分参考 Atiyah关于 K理论上幂运算

的书籍 [8]）

记 𝜎𝑚 为 𝑅∗𝛴𝑚 中将表示 𝑉打到 dim(𝑉𝛴𝑚)的元素, 𝜆𝑚 为 𝑅∗𝛴𝑚 中将表示 𝑉打
到 dim(hom(sgn, 𝑉))的元素.
我们的第一个任务是证明下列命题:

命题 3.3：存在同构 𝑅∗ ≅ ℤ[𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, ⋯ ] ≅ ℤ[𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, ⋯ ].
为证明这一同构,我们还需要一些其它的记号. 令 Sym𝑚,𝑟[𝑡] ⊂ ℤ[𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑟]表

示整系数多项式环上以 𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑟 为变元的 𝑚 次对称齐次多项式构成的集合,其中
𝑟 ⩾ 𝑚.若 𝑟 ⩾ 𝑚,则无论 𝑟 多大,该群都同构.这是因为当 𝑟 ⩾ 𝑚 时,𝑡𝑟+1 → 0的
投影映射给出了 Sym𝑚,𝑟+1[𝑡] → Sym𝑚,𝑟[𝑡]的同构. 我们把当 𝑟 → ∞时的极限记为
Sym𝑚[𝑡].
令 {𝑉𝜋}表示 𝛴𝑚的全体不可约表示构成的集合；则 {[𝑉𝜋]}是 𝑅𝛴𝑚的一组基.值

得注意的是,任何 𝛴𝑚-表示𝑊均可写为: 𝑊 ≅ ⨁𝜋 hom𝛴𝑚(𝑉𝜋,𝑊)⊗ 𝑉𝜋.
我们定义映射 𝛥 ∶ 𝑅∗𝛴𝑚 → Sym𝑚[𝑡]如下:

𝛥(𝛼) =∑
𝜋
Trace[hom𝛴𝑚(𝑉𝜋, 𝑇⊗𝑚)] ⋅ 𝛼([𝑉𝜋]),
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其中 𝑇 = (𝑡1, ⋯ , 𝑡𝑟)表示 ℂ上的对角矩阵,而 𝑇⊗𝑚 表示 (ℂ𝑟)⊗𝑚 上诱导的线性自
同态.
命题 3.5的证明由以下引理推出.

引理 3.2：映射 𝛥 ∶ 𝑅∗ → Sym[𝑡] ≅ ⨁𝜋 Sym𝑚[𝑡]是环同构,它将 𝜎𝑚 映为对称齐次
多项式 ℎ𝑚 = ∑𝑚1+⋯+𝑚𝑟=𝑚 𝑡

𝑚1
1 ⋯𝑡𝑚𝑟𝑟 ,即 ∏(1 − 𝑡𝑖𝑋)−1中 𝑋𝑚 的系数；并将 𝜆𝑚 映

为对称多项式 𝑐𝑚 = ∑1⩽𝑖1<𝑖2<⋯<𝑖𝑚⩽𝑛 𝑡𝑖1𝑡𝑖2⋯𝑡𝑖𝑚 ,即 ∏(1 + 𝑡𝑖𝑋)中 𝑋𝑚 的系数.
证明：为证 𝛥是环同态,我们考虑一个更一般的构造.设 𝐻 ⊆ 𝛴𝑚为任一子群,定义
𝛥𝐻 ∶ 𝑅∗𝐻 → Sym𝑚[𝑡]:

𝛥𝐻(𝛼) ∶=∑
𝜋
Trace[hom𝐻(𝑉𝜋, 𝑇⊗𝑚)] ⋅ 𝛼([𝑉𝜋]),

使得 [𝑉𝜋]取遍 H的全部不可约表示. 接下来我们想介绍 𝛥𝐻 的两个性质,分别体现
了 𝛥的乘性和某种泛性质:
（1）设 𝛼 ∈ 𝑅∗𝛴𝑖,𝛽 ∈ 𝑅∗𝛴𝑗, 考虑 𝛼 ⊗ 𝛽 ∈ 𝑅∗𝛴𝑖 ⊗ 𝑅∗𝛴𝑗 ≅ 𝑅∗(𝛴𝑖 × 𝛴𝑗). 则有

𝛥𝛴𝑖×𝛴𝑗(𝛼 ⊗ 𝛽) = 𝛥𝛴𝑖(𝛼)𝛥𝛴𝑗(𝛽).
（2）若 𝛼 ∈ 𝑅∗𝐻,且 𝛼′ ∈ 𝑅∗𝛴𝑚 是 𝛼 在限制映射的对偶下的像,则 𝛥𝐻(𝛼) =

𝛥𝛴𝑚(𝛼′).
(1)可以由迹关于张量积的乘性直接得到:

𝛥𝛴𝑖×𝛴𝑗(𝛼 ⊗ 𝛽) =∑
𝜋,𝜌

Trace[hom𝛴𝑖×𝛴𝑗(𝑉𝜋⊗𝑉′𝜌 , 𝑇⊗𝑚)]𝛼([𝑉𝜋])𝛽([𝑉′𝜌 ])

=∑
𝜋,𝜌

Trace[hom𝛴𝑖(𝑉𝜋, 𝑇⊗𝑖)]Trace[hom𝛴𝑗(𝑉′𝜌 , 𝑇⊗𝑗)]𝛼([𝑉𝜋])𝛽([𝑉′𝜌 ])

= 𝛥𝛴𝑖(𝛼)𝛥𝛴𝑗(𝛽).
此处 𝑉𝜋和 𝑉′𝜌 分别是 𝛴𝑖 和 𝛴𝑗 的不可约表示,因此 {𝑉𝜋⊗𝑉′𝜌 }是 𝑅(𝛴𝑖 ×𝛴𝑗)里的全体
不可约表示.

(2) 则由 Frobenius 互反律得到. 即, 若 {𝑉𝜋} 和 {𝑉′𝜌 } 分别是 𝐻 和 𝐺 的不可
约表示, 且 𝐻 ⊆ 𝐺,ind𝐺𝐻𝑉𝜋 = ⨁𝜌 𝑛𝜋𝜌𝑉′𝜌 , 则由 𝑛𝜋𝜌 = dim[hom𝐻(𝑉𝜋, res𝐺𝐻𝑉′𝜌 )] =
dim[hom𝐺(ind𝐺𝐻𝑉𝜋, 𝑉′𝜌 )]可得 res𝐺𝐻𝑉′𝜌 = ⨁𝜋 𝑛𝜋𝜌𝑉𝜋.
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因此

𝛥𝐻(𝛼) =∑
𝜋
Trace[hom𝐻(𝑉𝜋, 𝑇⊗𝑚)]𝛼([𝑉𝜋])

=∑
𝜋
Trace[hom𝛴𝑚(ind

𝛴𝑚
𝐻 𝑉𝜋, 𝑇⊗𝑚)]𝛼([𝑉𝜋])

=∑
𝜋,𝜌
𝑛𝜋𝜌Trace[hom𝛴𝑚(𝑉′𝜌 , 𝑇⊗𝑚)]𝛼([𝑉𝜋])

=∑
𝜌
Trace[hom𝛴𝑚(𝑉′𝜌 , 𝑇⊗𝑚)]𝛼′(𝑉′𝜌 ) = 𝛥𝛴𝑚(𝛼′).

即得（2）成立.
由 𝛥(𝜎𝑚) = Trace[hom𝛴𝑚(1, 𝑇⊗𝑚)]可以直接得 𝛥(𝜎𝑚) = ℎ𝑚.
类似地,由 𝛥(𝜆𝑚) = Trace[hom𝛴𝑚(sgn, 𝑇⊗𝑚)]得到 𝛥(𝜆𝑚) = 𝑐𝑚.
因为 𝛥把 𝜎𝑚送到 ℎ𝑚,把 𝜆𝑚送到 𝑐𝑚,而对称多项式环 Sym[𝑡]既可以由 ℎ𝑚生

成又可以由 𝑐𝑚 生成,因此 𝛥是满射.
又因为 𝑅𝛴𝑚 与 Sym𝑚[𝑡]的秩都等于 𝑚的划分的数量,因此秩相等.所以 𝛥是

等秩序 Z-自由模之间的满同态,因此 𝛥是同构. ∎
注释 3.1：由于 𝜎𝑚 和 𝜆𝑚 分别是 ∏(1 − 𝑡𝑖𝑋)−1 和 ∏(1 + 𝑡𝑖𝑋)中 𝑋𝑚 的系数,所以
上述证明也表明 ∑𝜎𝑚𝑋𝑚 = (∑𝜆𝑚(−𝑋)𝑚)−1.

因为 𝛥这个同构把 𝜎𝑚 和 𝜆𝑚 分别映射到了 Sym𝑚[𝑡]的两组基上,那么自然的
问题就是:是否 Sym𝑚[𝑡]的基的原像也是一组基,即 𝜎𝑚 和 𝜆𝑚 是否也分别构成了
𝑅∗的一组基.这个问题引导我们考虑 𝑅∗的基.
与”𝑅𝛴𝑚与 Sym𝑚[𝑡]的秩都等于𝑚的不同划分方式的数量”相对应,全体 𝑏𝑚 =

𝛥−1[(𝑡𝑚11 ⋯𝑡𝑚𝑟𝑟 ) + ⋯]构成了 𝑅∗𝛴𝑚 的一组基,其中不同 𝑏𝑚 的区别在于𝑚𝑖 的划分
不同.下面我们将找出 𝑅𝛴𝑚 中的对偶基.
在 𝑟 ⩾ 𝑚的情况下考虑 𝛴𝑚-表示 (ℂ𝑟)⊗𝑚.对于𝑚 = (𝑚1, ⋯ ,𝑚𝑛)且∑𝑚𝑖 = 𝑚,

令 𝐸𝑚 表示作用于 (ℂ𝑟)⊗𝑚 的 𝑇 的对应于特征值 𝑡𝑚11 ⋯𝑡𝑚𝑟𝑟 的特征子空间. 则 𝐸𝑚
由 𝑒⊗𝑚11 ⊗⋯⊗ 𝑒⊗𝑚𝑟𝑟 在 𝛴𝑚 作用下的轨道张成,其中 𝑒𝑖 ∈ ℂ𝑟 是 ℂ𝑟 的基向量.因
此 𝐸𝑚 ≅ 𝜌𝑚,这里的 𝜌𝑚 表示被诱导出来的群表示 ind𝛴𝑚𝛴𝑚1×⋯×𝛴𝑚𝑟 .因此 (ℂ𝑟)⊗𝑚 ≅
⨁𝐸𝑚 ≅ ⨁𝜌𝑚,求和跑遍所有序列.注意 𝜌𝑚 在同构意义下不依赖于 𝑚1, ⋯ ,𝑚𝑟 的
前后顺序,因此它们可用 𝑚 的划分进行枚举得到全体,也就是满足 𝑚1 ⩾ 𝑚2 ⩾ ⋯
且 ∑𝑚𝑖 = 𝑚的集合 (𝑚𝑖)′𝑠.
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因此有

𝛥(𝛼) =∑
𝜋

∑
𝑚1,⋯,𝑚𝑟

Trace[hom𝛴𝑚(𝑉𝜋, 𝑇⊗𝑚|𝐸𝑚)] ⋅ 𝛼([𝑉𝜋])

= ∑
𝑚1,⋯,𝑚𝑟

𝑡𝑚11 ⋯𝑡𝑚𝑟𝑟 ∑
𝜋
dim[hom𝛴𝑚(𝑉𝜋, 𝐸𝑚)] ⋅ 𝛼([𝑉𝜋])

= ∑
𝑚1,⋯,𝑚𝑟

𝑡𝑚11 ⋯𝑡𝑚𝑟𝑟 ⋅ 𝛼([𝐸𝑚])

= ∑
𝑚1⩾⋯⩾𝑚𝑟

𝛥(𝑏𝑚) ⋅ 𝛼([𝜌𝑚]).

因此 𝑅∗𝛴𝑚 的基 𝑏𝑚 与 𝑅𝛴𝑚 中的 𝜌𝑚 对偶.故后者构成 𝑅𝛴𝑚 的一组整数基.
由于 𝜌𝑚 是置换表示,所以其特征值是整数.因此我们得出结论:

命题 3.4：对称群的表示的特征标均为整数.
此外,由于除了平凡表示 1 = 𝜌(𝑚,0,⋯,0)外,所有表示 𝜌𝑚 都是由形如 𝛴𝑖 × 𝛴𝑚−𝑖

（其中 0 < 𝑖 < 𝑚）的 𝛴𝑚 的子群诱导出来的,所以此命题还告诉了我们:

𝑅𝛴𝑚/𝐼𝑡 ≈ ℤ.

至此,我们终于看到了特征标映射的影子.接下来,我们会看到特征标映射对应
的运算就是拓扑 K理论上非常经典的 Adams运算,并且会看到 Adams运算可以用
来表示我们上一节中定义出的拓扑 K 理论上的幂运算. 它们之间有非常密切的联
系.
特征标理论给出了一些 𝑅∗ 中的特殊元素. 给定 𝑚 的一个划分 𝑚 =

(𝑚1, ⋯ ,𝑚𝑟), 令 𝑔𝑚 ∈ 𝛴𝑚 表示一个由长度分别为 𝑚1, 𝑚2, ⋯ 的无交轮换的乘积.
用 𝜓𝑚1,⋯,𝑚𝑟 ∈ 𝑅∗𝛴𝑚 表示由特征标赋值给出的函数:

𝜓𝑚1,⋯,𝑚𝑟([𝑉]) = 𝜒(𝑉, 𝑔𝑚1,⋯,𝑚𝑟).

命题 3.5：在环 𝑅∗中,我们有 𝜓𝑚1,⋯,𝑚𝑟 = 𝜓𝑚1⋯𝜓𝑚𝑟 .
证明：在共轭意义下, 可将 𝑔𝑚 等同于子群 𝛴𝑚1 × ⋯ × 𝛴𝑚𝑟 ⊂ 𝛴𝑚 中的元素
(𝑔𝑚1 , ⋯ , 𝑔𝑚𝑟).

𝜒(𝑉, 𝑔𝑚) = Trace((𝑔𝑚1 , ⋯ , 𝑔𝑚𝑟)|𝑉).

我们需要证明它等于迹的乘积 ∏𝑟𝑖=1 Trace(𝑔𝑖|𝑉).只需对 𝛴𝑚1 × ⋯ × 𝛴𝑚𝑟 的不可约
表示验证.这样的不可约表示形如𝑊 = 𝑊1⊠⋯⊠𝑊𝑟,其中𝑊𝑖 是 𝛴𝑚𝑖 的不可约表
示.这一等式可由张量积的迹的乘性直接得到. ∎

因此环 𝑅∗ = ℤ[𝜎𝑚, 𝑚 ⩾ 1] 包含了一个由特征标决定的 Z 系数多项式子环
ℤ[𝜓𝑚, 𝑚 ⩾ 1] . 至此我们基本引出了三个经典的运算（对称幂运算、外幂运算与
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Adams运算）对应的表示,其中 𝜎𝑚 与 𝜓𝑚 的关系由下式给出.
命题 3.6：

∑
𝑚⩾0

𝜎𝑚 ⋅ 𝑞𝑚 = exp [∑
𝑚⩾1

𝜓𝑚 ⋅
𝑞𝑚
𝑚 ] ;

这里 𝑞是形式变元,该等式在环 ∏𝑚 𝑅∗𝛴𝑚 ⋅ 𝑞𝑚 中成立.其中 𝜎0 = 1.
证明：将 𝛥作用在等式两边得到:

𝛥 [∑
𝑚⩾0

𝜎𝑚 ⋅ 𝑞𝑚] = ∑
𝑚⩾0

ℎ𝑚 ⋅ 𝑞𝑚 =∏
𝑖
(1 − 𝑡𝑖𝑞)−1,

利用 𝛥(𝜓𝑚) = ∑𝑖 𝑡𝑚𝑖 ,我们得到

𝛥 exp [∑
𝑚⩾1

𝜓𝑚 ⋅
𝑞𝑚
𝑚 ] = exp [∑

𝑚⩾1
∑
𝑖
𝑡𝑚𝑖 ⋅

𝑞𝑚
𝑚 ]

=∏
𝑖
exp [∑

𝑚⩾1
𝑡𝑚𝑖
𝑞𝑚
𝑚 ]

=∏
𝑖
exp(− log(1 − 𝑡𝑖𝑞)) =∏

𝑖
(1 − 𝑡𝑖𝑞)−1.

𝛥是同构,故得证.
∎

以上是我们在表示构成的环上做的全部铺垫,可能有读者会忍不住问,为什么
这节讲了这么久却还没一点运算呢？其实我们在上面研究表示的时候就是在研究

拓扑 K理论的运算.这是由下面的对应关系给出的,它说明了 𝑅∗ 的元素与拓扑 K
理论的运算一一对应:
定义 3.8：任给 𝑅∗𝛴𝑚 上的一个元素 𝑢 ∈, 𝑢 ∈都给出一个 𝐾(𝑋)上的运算:

𝛷 ∶ 𝑅∗𝛴𝑚(∶= homℤ(𝑅𝛴𝑚, ℤ)) → Map(𝐾(𝑋), 𝐾(𝑋))

𝑢 ↦ 𝛷(𝑢)

其中,

𝛷(𝑢) ∶ 𝑥 ↦ 𝛷(𝑢) ∝ 𝑥 ∶= 𝑃𝑚∘(id⊗𝑢) ∶ 𝐾(𝑋)
𝑃𝑚−−→ 𝐾(𝑋)⊗𝑅𝛴𝑚

id⊗𝑢−−−→ 𝐾(𝑋)⊗ℤ ≅ 𝐾(𝑋)

注释 3.2：𝑅∗𝛴𝑚 中的元素 𝜎𝑚 和 𝜆𝑚 分别对应于对称幂运算和外幂运算.
注释 3.3：即 𝛼𝛼(𝐿1 +⋯+ 𝐿𝑟) = 𝛥(𝛼)(𝐿1, ⋯ , 𝐿𝑟),,其中 𝐿𝑖 是线丛.
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我们有以下两个等式:

(𝛼 + 𝛽) ∝ 𝑥 = 𝛼 ∝ 𝑥 + 𝛽 ∝ 𝑥, (𝛼 ⋅ 𝛽) ∝ 𝑥 = (𝛼 ∝ 𝑥)(𝛽 ∝ 𝑥).

第一个等式显然.第二个则要用到乘法映射.
命题 3.7：𝑅∗是交换余交换的双代数.
证明：存在映射:

（1）𝛥+ ∶ 𝑅∗ → 𝑅∗⊗𝑅∗ 和 𝜖0 ∶ 𝑅∗ → ℤ

对偶于

𝑅𝛴𝑚
ind←−− 𝑅𝛴𝑖⊗𝑅𝛴𝑗 和 𝑅𝛴0

1←− ℤ.

（2）𝛥× ∶ 𝑅∗ → 𝑅∗⊗𝑅∗ 和 𝜖1 ∶ 𝑅∗ → ℤ

对偶于

𝑅𝛴𝑚
𝜇←− 𝑅𝛴𝑚⊗𝑅𝛴𝑚 和 𝑅𝛴𝑚

1←− ℤ.

𝛥+与加性一致,让 𝑅∗成为余交换的余代数,具体体现在:

𝛼 ∘ (𝑥 + 𝑦) =∑(𝛼′+ ∘ 𝑥)(𝛼″+ ∘ 𝑦) 和 𝛼 ∘ 0 = 𝜖0(𝛼),

其中 𝛥+(𝛼) = ∑𝛼′+⊗𝛼″+.
𝛥×与乘性一致,让 𝑅∗成为交换的代数,具体体现在:

𝛼 ∘ (𝑥𝑦) =∑(𝛼′+ ∘ 𝑥)(𝛼″+ ∘ 𝑦) 和 𝛼 ∘ 1 = 𝜖1(𝛼),

其中 𝛥×(𝛼) = ∑𝛼′+⊗𝛼″+.
且 𝛥+和 𝛥×都与 𝑅∗上的环结构相容.因此我们说 𝑅∗是交换余交换的双代数.

∎
事实上,如果再加入定义为 𝑆(𝑉) = (−1)𝑚(𝑉 ⊗ sgn𝑚)的对极映射 S,那么 𝑅∗

就成为了 Hopf代数,其中 𝑠𝑔𝑛𝑚 是对称群的符号表示.
接下来我们将展示特征表示和 Adams运算的一些性质.通过它们,也能了解到

为什么 Adams运算如此重要.
定义 3.9：Adams运算 𝜓𝑚 ∶= 𝛷(𝜓𝑚) = 𝜓 ∝ (⋅).
由定义直接有

𝛥+(𝜓𝑚) = 𝜓𝑚⊗1+ 1⊗𝜓𝑚, 𝜖0(𝜓𝑚) = 0.

因此 𝜓𝑚 对应于加性运算.这是它与 Steenrod运算的共同之处,也是我们特别关注
Adams运算的原因.
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又有

𝛥×(𝜓𝑚) = 𝜓𝑚⊗𝜓𝑚, 𝜖1(𝜓𝑚) = 1.

因此 Adams运算 𝛹𝑚 是 K(X)上的环同态.
例 3.5：对称幂和外幂运算（对应于 𝜎𝑚 和 𝜆𝑚）和 Adams运算不同,不具有加性.
但我们可以利用由 𝜓𝑚 表示 𝜎𝑚 的公式

∑𝜎𝑚𝑞𝑚 = exp(∑𝜓𝑚𝑞𝑚/𝑚)

来得到与加性形式相仿的式子:
对上述公式应用 𝛥+得:

exp(∑𝜓𝑚⊗1⋅𝑞𝑚/𝑚) = exp(∑1⊗𝜓𝑚⋅𝑞𝑚/𝑚) = (∑𝜎𝑚⊗1⋅𝑞𝑚)(∑1⊗𝜎𝑚⋅𝑞𝑚)

=∑
𝑖,𝑗
𝜎𝑖⊗𝜎𝑗 ⋅ 𝑞𝑖+𝑗 .

即,

𝛥+(𝜎𝑚) = ∑
𝑖+𝑗=𝑚

𝜎𝑖⊗𝜎𝑗 .

类似地,对于 𝜆𝑚 我们也有相同的结果:

𝛥+(𝜆𝑚) = ∑
𝑖+𝑗=𝑚

𝜆𝑚⊗𝜆𝑚.

在这个例子中,我们通过用 Adams运算来表示对称幂运算和外幂运算的公式
很好地得到了对称幂运算和外幂运算的性质.那么自然我们会问:是否能用 Adams
运算表示 total幂运算 𝑃𝑚？答案是可以.
命题 3.8：

∑
𝑚⩾0

𝑃𝑚(𝑥) ⋅ 𝑞𝑚 = exp [∑
𝑚⩾1

1
𝑚𝜓

∗
𝑚 ⋅ 𝜓𝑚(𝑥) ⋅ 𝑞𝑚] .

该等式在环 ℚ⊗∏𝑚(𝐾(𝑋) ⊗ 𝑅𝛴𝑚) ⋅ 𝑞𝑚 中成立,这里的乘法由 𝐾(𝑋)中的乘法以
及 ∏𝑅𝛴𝑚 中的乘积给出.
这一命题的证明需要借助以下引理 3.3中的两个结论:

引理 3.3： (a)在赋值映射 𝑅∗𝛴𝑚⊗𝑅𝛴𝑚 → ℤ下,有

(𝜓𝑑11 ⋯𝜓𝑑𝑟𝑟 ) ⊗ (𝜓𝑒11 ⋯𝜓𝑒𝑟𝑟 )∗ ↦ {
𝑐(𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑟) 若对所有𝑖都有𝑑𝑖 = 𝑒𝑖 ,

0 否则.
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其中 𝑐(𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑟) ∶= (1𝑑1)(2𝑑2)⋯ (𝑟𝑑𝑟) ⋅ (𝑑1!)(𝑑2!)⋯ (𝑑𝑟!).
(b)我们有

(𝜓𝑑11 ⋯𝜓𝑑𝑟𝑟 )∗ = (𝜓∗1)𝑑1⋯(𝜓∗𝑟)𝑑𝑟 .

命题 3.10的证明：先说明使用的记号: 𝜓𝑑 = 𝜓𝑑11 ⋯𝜓𝑑𝑟𝑟 ,𝑐(𝑑) = 𝑐(𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑟),并记
|𝑑| = 𝑑1+2𝑑2+⋯+𝑟𝑑𝑟.首先,引理（a）表明元素 (𝜓𝑑)∗/𝑐(𝑑)对偶于⨁𝑅∗𝛴𝑚⊗ℚ
中的𝜓𝑑,构成了⨁𝑅𝛴𝑚⊗ℚ的一组基.所以我们只需要在每个基元素上验证 𝑃𝑚(𝑥)
和 ∑|𝑑|=𝑚

1
𝑐(𝑑)(𝜓

𝑑)∗⊗𝜓𝑑 它们是否一致即可说明相等与否.
因此只需验证下式

∑
𝑚⩾0

[ ∑
|𝑑|=𝑚

1
𝑐(𝑑)(𝜓

𝑑)∗⊗𝜓𝑑] ⋅ 𝑞𝑚 = exp [∑
𝑚>0

1
𝑚𝜓

∗
𝑚⊗𝜓𝑚 ⋅ 𝑞𝑚]

在环 ∏(𝑅𝛴𝑚⊗𝑅∗𝛴𝑚) ⋅ 𝑞𝑚 中是否成立.
而因为该式可以从

∑
𝑑

1
𝑐(𝑑)𝑈

𝑑 = exp [∑
𝑚>0

1
𝑚𝑈𝑚] 在 ℚ[𝑈1, 𝑈2, ⋯]

得到,所以由引理 (b),我们直接验证该式成立.
∎

3.4 𝜆-环结构
在前面的讨论中, 我们从群表示环与运算对应的角度给出了经典的几个运算

并分析了它们彼此之间、它们与全幂运算之间的显式关系.而 Grothendieck洞察到
它们关系的本质来源于 K(X)作为交换环的 𝜆-环结构.下面我们给出 𝜆-环的基本定
义并说明 𝜆运算与 Adams运算更深层次的关系.
定义 3.10：𝜆-环是指配备有满足下列性质的 𝜆𝑚 运算的交换环 𝐴:

𝜆𝑚 ∶ 𝐴 → 𝐴, 𝑚 ⩾ 0,

（1）𝜆0(𝑥) = 1；
（2）𝜆1(𝑥) = 𝑥；
（3）𝜆𝑚(1) = 0,当𝑚 > 1时；
（4）

𝜆𝑚(𝑥 + 𝑦) = ∑
𝑖+𝑗=𝑚

𝜆𝑖(𝑥)𝜆𝑗(𝑦);
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（5）

𝜆𝑚(𝑥𝑦) = 𝐹𝑚(𝜆1(𝑥),⋯ , 𝜆𝑚(𝑥); 𝜆1(𝑦),⋯ , 𝜆𝑚(𝑦));

（6）

𝜆𝑚(𝜆𝑛(𝑥)) = 𝐺𝑚,𝑛(𝜆1(𝑥),⋯ , 𝜆𝑚𝑛(𝑥));

这里的 𝐹𝑚 ∈ ℤ[𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑚, 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑚]和 𝐺𝑚,𝑛 ∈ ℤ[𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑚𝑛]都是满足下列条
件的多项式:

∑
𝑚
𝐹𝑚(𝑐1(𝑡),⋯ , 𝑐𝑚(𝑡), 𝑐1(𝑢),⋯ , 𝑐𝑚(𝑢)) ⋅ 𝑋𝑚 =∏

𝑖,𝑗
(1 + 𝑡𝑖𝑢𝑗𝑋),

和

∑
𝑚
𝐺𝑚,𝑛(𝑐1(𝑡),⋯ , 𝑐𝑚𝑛(𝑡)) ⋅ 𝑋𝑚 = ∏

𝑖1<⋯<𝑖𝑛

(1 + 𝑡𝑖1⋯𝑡𝑖𝑛𝑋),

其中 𝑐𝑖(𝑡)是 t变量的第 𝑖个初等对称多项式.容易证明拓扑 K理论的外幂运算 𝜆𝑚

赋予了 𝐾(𝑋) 𝜆-环结构.这个定义最早由 Atiyah给出 [11].在这篇文章里,K理论上的
𝜆-环被叫做特殊 𝜆-环
命题 3.9：拓扑 K理论 𝐾(𝑋)的外幂运算 𝜆𝑚 赋予了它 𝜆-环结构.
证明：我们知道在 K(X)上,外幂运算 𝜆𝑚 定义为 𝜆𝑚([𝐸]) = [𝛬𝑚𝐸],总 𝜆-运算定义
为 𝜆𝑧(𝑥) ∶= ∑𝑚⩾0 𝜆𝑚(𝑥)𝑧𝑚 ,对向量丛有 𝛬𝑚(𝐸 ⊕ 𝐹) ≅ ⨁𝑖+𝑗=𝑚 𝛬𝑖𝐸 ⊗ 𝛬𝑗𝐹,因此
𝜆𝑧(𝐸 ⊕ 𝐹) = 𝜆𝑧(𝐸)𝜆𝑧(𝐹)且 𝜆𝑧(𝑥 − 𝑦) =

𝜆𝑧(𝑥)
𝜆𝑧(𝑦)

.之所以列总的 𝜆-运算是因为可以通
过将总的 𝜆-运算展开从而直接得到某一分次的系数得到 𝜆𝑚 作用后的结果.
现对定义 3.10中的（1）到（6）逐个验证:
(1)验证 𝜆0(𝑥) = 1.
对向量丛 𝐸,有 𝛬0𝐸 ≅ 𝑋 × ℂ,所以 𝜆0([𝐸]) = [𝑋 × ℂ] = 1. 对向量丛的形式差

而言 𝑥 − 𝑦,因为 𝜆𝑧(𝑥 − 𝑦) ∈ 1 + 𝑧𝐾(𝑋)[[𝑧]],其常数项仍为 1.所以 𝜆0(𝑥) = 1
(2)验证 𝜆1(𝑥) = 𝑥.
对向量丛 𝐸,有 𝛬1𝐸 = 𝐸 ,所以有 𝜆1([𝐸]) = [𝐸]. 对向量丛的形式差 𝑥 − 𝑦,有

𝜆𝑧(𝑥) = 1+𝑥𝑧+𝑂(𝑧2), 𝜆𝑧(𝑦) = 1+𝑦𝑧+𝑂(𝑧2).因此 𝜆𝑧(𝑥−𝑦) =
1+𝑥𝑧+𝑂(𝑧2)
1+𝑦𝑧+𝑂(𝑧2) =

1 + (𝑥 − 𝑦)𝑧 + 𝑂(𝑧2),从一次项系数直接得到 𝜆1(𝑥 − 𝑦) = 𝑥 − 𝑦.
(3)验证 𝜆𝑚(1) = 0（𝑚 > 1）.
对任意线丛 𝐿,有 𝛬0𝐿 ≅ 𝑋 × ℂ, 𝛬1𝐿 ≅ 𝐿, 𝛬𝑚𝐿 = 0 (𝑚 > 1时).因此 𝜆𝑧(1) =

1 + 𝑧,.所以 𝜆𝑚(1) = 0(𝑚 > 1时).
(4)验证 𝜆𝑚(𝑥 + 𝑦) = ∑𝑖+𝑗=𝑚 𝜆𝑖(𝑥)𝜆𝑗(𝑦).
对于向量丛 𝐸, 𝐹, 由 𝜆𝑧(𝐸 ⊕ 𝐹) = 𝜆𝑧(𝐸)𝜆𝑧(𝐹) 可得 ∑𝑚⩾0 𝜆𝑚(𝐸 ⊕ 𝐹)𝑧𝑚 =
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(∑𝑖⩾0 𝜆𝑖(𝐸)𝑧𝑖) (∑𝑗⩾0 𝜆𝑗(𝐹)𝑧𝑗). 通过比较 𝑧𝑚 的系数我们有 𝜆𝑚(𝐸 ⊕ 𝐹) =
∑𝑖+𝑗=𝑚 𝜆𝑖(𝐸)𝜆𝑗(𝐹).因此对于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾(𝑋)有 𝜆𝑚(𝑥 + 𝑦) = ∑𝑖+𝑗=𝑚 𝜆𝑖(𝑥)𝜆𝑗(𝑦).

(5)验证 𝜆𝑚(𝑥𝑦) = 𝐹𝑚(𝜆1(𝑥),⋯ , 𝜆𝑚(𝑥); 𝜆1(𝑦),⋯ , 𝜆𝑚(𝑦)).
设 𝑥 = [𝐸],𝑦 = [𝐹].根据分裂定理,存在映射 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋,使得 𝑓∗ ∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾(𝑌)

是单射,且 𝑓∗𝐸 ≅ ⨁𝑖 𝐿𝑖 , 𝑓∗𝐹 ≅ ⨁𝑗𝑀𝑗,其中 𝐿𝑖 , 𝑀𝑗 都是线丛.记 𝑡𝑖 = [𝐿𝑖], 𝑢𝑗 = [𝑀𝑗],
则 𝑓∗𝑥 = ∑𝑖 𝑡𝑖 , 𝑓∗𝑦 = ∑𝑗 𝑢𝑗.从而有 𝜆𝑧(𝑓∗𝑥) = ∏𝑖(1 + 𝑡𝑖𝑧), 𝜆𝑧(𝑓∗𝑦) = ∏𝑗(1 + 𝑢𝑗𝑧).
因此 𝜆𝑟(𝑓∗𝑥) = 𝑐𝑟(𝑡), 𝜆𝑟(𝑓∗𝑦) = 𝑐𝑟(𝑢),其中 𝑐𝑟(𝑡)与 𝑐𝑟(𝑢)分别是变量 𝑡𝑖 与 𝑢𝑗 的
第 𝑟个基本对称多项式.

再看乘法 𝑥𝑦 = [𝐸 ⊗ 𝐹]. 有 𝑓∗(𝑥𝑦) = [𝑓∗𝐸 ⊗ 𝑓∗𝐹] =
[⨁𝑖,𝑗(𝐿𝑖⊗𝑀𝑗)], 故 𝜆𝑧(𝑓∗(𝑥𝑦)) = ∏𝑖,𝑗(1 + 𝑡𝑖𝑢𝑗𝑧). 按照 𝐹𝑚 的定

义,∑𝑚 𝐹𝑚(𝑐1(𝑡),⋯ , 𝑐𝑚(𝑡); 𝑐1(𝑢),⋯ , 𝑐𝑚(𝑢)) 𝑧𝑚 = ∏𝑖,𝑗(1 + 𝑡𝑖𝑢𝑗𝑧), 通过比
较 𝑧𝑚 的系数我们有 𝜆𝑚(𝑓∗(𝑥𝑦)) = 𝐹𝑚(𝑐1(𝑡),⋯ , 𝑐𝑚(𝑡); 𝑐1(𝑢),⋯ , 𝑐𝑚(𝑢)).
再代入 𝑐𝑟(𝑡) = 𝜆𝑟(𝑓∗𝑥), 𝑐𝑟(𝑢) = 𝜆𝑟(𝑓∗𝑦), 便有 𝜆𝑚(𝑓∗(𝑥𝑦)) =
𝐹𝑚(𝜆1(𝑓∗𝑥),⋯ , 𝜆𝑚(𝑓∗𝑥); 𝜆1(𝑓∗𝑦),⋯ , 𝜆𝑚(𝑓∗𝑦)). 由于 𝑓∗ 是单射, 所以得到
𝜆𝑚(𝑥𝑦) = 𝐹𝑚(𝜆1(𝑥),⋯ , 𝜆𝑚(𝑥); 𝜆1(𝑦),⋯ , 𝜆𝑚(𝑦)).

(6)验证 𝜆𝑚(𝜆𝑛(𝑥)) = 𝐺𝑚,𝑛(𝜆1(𝑥),⋯ , 𝜆𝑚𝑛(𝑥)).
同样先设 𝑥 = [𝐸], 取分裂定理给出的单射 𝑓∗ ∶ 𝐾(𝑋) → 𝐾(𝑌), 使得

𝑓∗𝐸 ≅ ⨁𝑖 𝐿𝑖 ., 记 𝑡𝑖 = [𝐿𝑖]. 那么直接得到 𝑓∗𝑥 = ∑𝑖 𝑡𝑖 , 𝜆𝑟(𝑓∗𝑥) = 𝑐𝑟(𝑡)..
因为 𝛬𝑛(⨁𝑖 𝐿𝑖) ≅ ⨁𝑖1<⋯<𝑖𝑛 𝐿𝑖1 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐿𝑖𝑛 ., 所以 𝜆𝑛(𝑓∗𝑥) = 𝜆𝑛(∑𝑖 𝑡𝑖) =
∑𝑖1<⋯<𝑖𝑛 𝑡𝑖1⋯𝑡𝑖𝑛 , 所以有 ∑𝑚⩾0 𝜆𝑚(𝜆𝑛(𝑓∗𝑥))𝑧𝑚 = ∏𝑖1<⋯<𝑖𝑛 (1 + 𝑡𝑖1⋯𝑡𝑖𝑛𝑧). 而按
照 𝐺𝑚,𝑛 的定义,∑𝑚 𝐺𝑚,𝑛(𝑐1(𝑡),⋯ , 𝑐𝑚𝑛(𝑡)) 𝑧𝑚 = ∏𝑖1<⋯<𝑖𝑛 (1 + 𝑡𝑖1⋯𝑡𝑖𝑛𝑧). 通过比
较 𝑧𝑚 的系数得 𝜆𝑚(𝜆𝑛(𝑓∗𝑥)) = 𝐺𝑚,𝑛(𝑐1(𝑡),⋯ , 𝑐𝑚𝑛(𝑡)).代入 𝑐𝑟(𝑡) = 𝜆𝑟(𝑓∗𝑥),就得
到了 𝜆𝑚(𝜆𝑛(𝑓∗𝑥)) = 𝐺𝑚,𝑛(𝜆1(𝑓∗𝑥),⋯ , 𝜆𝑚𝑛(𝑓∗𝑥)).. 由于 𝑓∗ 是单射, 所以我们最终
得到 𝜆𝑚(𝜆𝑛(𝑥)) = 𝐺𝑚,𝑛(𝜆1(𝑥),⋯ , 𝜆𝑚𝑛(𝑥))..
综上得证. ∎

例 3.6：𝑅∗也是 𝜆-环.
一般来说用 𝜆运算来讨论 𝜆-环最自然,但实际上使用 Adams运算更方便.这是

因为 Adams运算都是环同态（在上一节里我们在拓扑 K理论的语境下详细讨论了
这一点）,而且在很多情况下 𝜆运算可以由 Adams运算显式子地表示出来,甚至被
Adams运算唯一决定.
命题 3.10：

𝜓𝑚 ∶ 𝐴 → 𝐴, 𝑚 ⩾ 1,

具有如下性质:
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（1）𝜓1(𝑥) = 𝑥.
（2）𝜓𝑚(𝜓𝑛(𝑥)) = 𝜓𝑚𝑛(𝑥).
（3）对素数 𝑝,有 𝜓𝑝(𝑥) ≡ 𝑥𝑝 (mod 𝑝).
在 𝐴 为无挠环的情况下, 因为 𝑅∗ ⊗ ℚ ≅ ℚ[𝛹𝑚, 𝑚 ⩾ 1], 所以 𝜆 运算会被被

Adams运算唯一决定.那反过来呢？显然条件（1）、（2）都是必要的,但（3）似乎
无法确定.Wilkerson给出肯定答案 [34]:
定理 3.3 (Wilkerson定理 [34])：设 𝐴是一个配备有满足上述 (1)–(3)的环同态 𝜓𝑚 ∶
𝐴 → 𝐴的无挠环,那么 𝐴上存在唯一一个与这些运算相容的 𝜆-环结构.
这一定理说明了 𝜆运算完全由 Adams运算决定,这也与我们在上一节在 𝑅∗情

境下观察到的事实契合:𝜆运算对应的群表示可以被与 Adams运算对应的群表示显
式地表示.
至此, 我们通过第二章和第三章分别回顾了经典上同调理论上的 Steenrod 运

算以及拓扑 𝐾 理论上的幂运算. 前者通过对称群作用与等变上同调构造了一套稳
定的上同调运算,极大地提升了经典上同调理论识别拓扑空间差异的精细程度；后
者则从表示论与 𝜆-环结构的角度揭示了幂运算与 Adams运算之间的深刻联系.然
而,这些结果主要还是建立在拓扑空间的框架上.当我们将目光转向代数几何中的
概形或代数簇时,自然希望也能构造出类似的上同调运算,以便在代数框架下获得
精细的不变量. 因此我们将在第四章和第五章介绍 Brosnan 发展的代数几何中的
Steenrod运算及其在拓扑向量丛代数化问题上的应用.
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第 4章 周群上的 Steenrod运算

自 20 世纪 90 年代以来, 随着 motivic 上同调理论与 𝔸1-同伦论的建立与发
展,Voevodsky成功地将 Steenrod运算引入 motivic上同调理论中去,解决了 Milnor
猜想 [31].在此背景下,2003年,Brosnan采用与 Voevodsky [32]不同,与 Steenrod和 Ep-
stein 类似的的方式在周群上系统地构造了 Steenrod 运算, 从而为代数簇的研究提
供了新的强有力的工具 [13].

本章将围绕 Brosnan的构造展开,依次介绍周群上 Steenrod运算的定义、基本
性质以及主要定理. 我们将重点说明如何借助光滑代数空间上的等变相交理论来
定义运算 𝐷𝑊,进而通过适当的变量替换得到全 Steenrod运算 𝑆∗.同时,我们也会讨
论这些运算满足的基本性质,如 Cartan公式和 Adem关系等.通过对本章与第二章
经典构造的对照阅读, 读者可以更清晰地看到同一种运算在不同数学框架下的异
同及联系,并为我们后续在第五章讨论周群上 Steenrod运算在拓扑向量丛代数化问
题中的具体应用奠定必要的基础.

4.1 周群上 Steenrod运算的构造

本节我们将利用对称群作用和等变理论定义周群上的 Steenrod运算.
考虑 (𝑊, 𝑋), 其中 𝑊 是 d 维光滑连通代数空间,𝑋 → 𝑊 是一个嵌入. 设 𝑚 =

(𝑛 − 1)𝑑,构造以下的 𝑆(𝑛)-等变拉回图:

𝑋 𝑋𝑛

𝑊 𝑊𝑛𝛥

其中 𝑆(𝑛)通过置换作用作用在𝑊𝑛 和 𝑋𝑛 上,它在𝑊 和 𝑋 上的作用是平凡的,并
取 𝛥对角嵌入.
定义 4.1：设 𝐺 是 𝑆(𝑛)的子群,定义映射 𝑑𝑊𝐺 = 𝐴𝐺𝑘𝑋𝑛 → 𝐴𝐺𝑘−𝑚𝑋 ,其中 𝑑𝑊𝐺 (𝛼) =
𝛥!𝐺𝛼. 我们将 𝐷𝑊𝐺 记作 𝑑𝑊𝐺 ∘ 𝑃𝑛𝐺 .
命题 4.1：设 𝑗𝑖 ∶ 𝑋 → 𝑊𝑖 是两个嵌入,其中𝑊𝑖 都是光滑空间.则有:

𝑐top(𝑅 ⊗ 𝑇𝑊2|𝑋) ∩ 𝑑𝑊1𝐺 = 𝑐top(𝑅 ⊗ 𝑇𝑊1|𝑋) ∩ 𝑑𝑊2𝐺 .
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引理 4.1：设 𝑋和 𝑌是两个 𝐺-等变空间,以下 𝑖 = 1, 2两图

𝑋 𝑌

𝑋𝑖 𝑌𝑖

𝑓

𝑔𝑖 ℎ𝑖

𝑓𝑖

是带嵌入 𝑓𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑌𝑖 的 𝐺-等变拉回图.令 𝑁𝑖 = 𝑔∗𝑖𝑁𝑋𝑖𝑌𝑖,𝑛𝑖 = rk 𝑁𝑖.那么对于任意
𝛼 ∈ 𝐴𝑋∗ 𝑌都有

𝑐𝑛1𝑁1 ∩ 𝑓!2𝛼 = 𝑐𝑛2𝑁2 ∩ 𝑓!1𝛼.

命题 4.2：设

𝑈 𝑋

𝑉 𝑊

𝑗

是一个由单射构成的交换图,其中水平方向的映射都是开嵌入,𝑊和 𝑉都光滑.
(i)对于 𝛼 ∈ 𝐴𝐺∗ 𝑋𝑛,有 𝑗𝑛∗(𝑑𝑊𝐺 𝛼) = 𝑑𝑉𝐺(𝑗𝑛∗𝛼).
(ii)对于 𝛼 ∈ 𝐴∗𝑋,有 𝑗∗(𝐷𝑊𝐺 𝛼) = 𝐷𝑉𝐺 (𝑗∗𝛼).
设 𝑛是不被 char(𝑘)整除的整数, 𝜇𝑛是 𝑛次单位根的代数群（作为代数簇,它是

Spec 𝑘[𝑡]/(𝑡𝑛 −1)）.𝜇𝑛的一维典范表示给出了 pt𝑘上的等变线丛 𝐿.设 𝑙 = 𝑐1(𝐿) ∈
𝐴1𝐵𝜇𝑛.下面的结果在 𝑘 = ℂ时由 Totaro [29]给出,Brosnan给出了更一般情况下的推
广.
定理 4.1：(i) 𝐴∗𝐵𝜇𝑛 = 𝛬[𝑙]/(𝑛𝑙).

(ii)如果 𝑋是具有平凡 𝜇𝑛-作用的代数空间,则 𝐴𝜇𝑛∗ 𝑋 = 𝐴∗𝑋⊗ 𝐴∗𝐵𝜇𝑛.
我们现在作出一些符号说明, 接下来的部分都将采用这些符号. 取 𝑝 未不等

于 𝑘 的特征的素数, 设 𝛬 = F𝑝. 若无明确说明, 周群均模 𝑝 考虑. 如果 𝑘× 包含群
𝜇𝑝(𝑘),那么有 𝐶(𝑝) ≅ 𝜇𝑝.但这两个群当然不是自然同构的.这些同构与本原 𝑝 次
单位根一一对应. 因此, 我们假设在 𝑘 中已选定这样一个本原根 𝜁, 于是就可以写
𝐴∗𝐵𝐶(𝑝)𝑘 = F𝑝[𝑙].
注释 4.1：注意,即使不选定 𝜁, 𝐶(𝑝)的一维表示和 𝜇𝑝之间也有自然对应.第一陈类
给出了 𝜇𝑝与𝐴1𝐵𝐶(𝑝)之间的对应.也就是说:在包含 𝑝次单位根的域上,𝐴1𝐵𝐶(𝑝) =
ℤ/𝑝(1).因此有 𝐴𝑘𝐵𝐶(𝑝) = ℤ/𝑝(𝑘).
命题 4.3：设 𝑟 = [𝑘(𝜇𝑝) ∶ 𝑘]是扩张次数.则 𝐴∗𝐵𝐶(𝑝) ≅ 𝔽𝑝[𝜖],其中 𝜖是一个 𝑟维
𝐶(𝑝)表示的最高 (top)陈类.
注释 4.2：如果 𝑋是一个带 𝐶(𝑝)平凡作用的空间,则 𝐴𝐶(𝑝)∗ 𝑋是 𝐴𝐶(𝑝)∗ 𝑋𝑀 的一个直
和项.
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设 𝑉是 𝑋上的向量丛, 𝑉和 𝑋都带有平凡的 𝐶(𝑝)作用, 𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑑 是 𝑉的陈根,
𝑐∗(𝑉) = ∏(1+𝜆𝑖).记𝑤(𝑉) = ∏𝑑𝑖=1(1+𝜆

𝑝−1
𝑖 ).设多项式𝑤(𝑉, 𝑡) = ∏𝑑𝑖=1(1+𝑡𝜆

𝑝−1
𝑖 ).

通过对 𝜖取逆来实现对周环 𝐴∗𝐵𝐶(𝑝)的局部化操作是较为方便的.注意,由于
𝜖是非零除子,𝐴∗𝐵𝐶(𝑝)单射到 (𝐴∗𝐵𝜇𝑝)𝜖.在𝑋被𝐶(𝑝)平凡作用的情况下,𝜖在𝐴(𝑝)∗ 𝑋
上也是非零除子.用 𝜂表示最高 (top)陈类 𝑐top(𝑅).根据Wilson定理,有 𝜂 = −𝑙𝑝−1.
命题 4.4：𝑉和 𝑋如上所述,则

𝑐top(𝑅 ⊗ 𝑉) = 𝜂𝑑𝑤(𝑉, 1/𝜂).

设 𝑐top(𝑅 ⊗ 𝑉)(𝑡)使得 𝑐top(𝑅 ⊗ 𝑉)(𝜂) = 𝑐top(𝑅 ⊗ 𝑉)的系数在 𝐴∗𝑋中的多项
式. （其具备唯一性）
我们将用 𝐶 表示 𝑆 = 𝑆(𝑝)的子群 𝐶(𝑝),用 𝐷𝑊 表示 𝐷𝑊𝐶 .注意,如果 𝐶 ⩽ 𝐺 ⩽

𝑆(𝑝),则限制映射 𝐴𝐺∗ 𝑋 → 𝐴𝐺∗ 𝑋是分裂单射.因此,要计算 𝐷𝑊,只需计算所有 𝐷𝐺.
引理 4.2：设 𝑇 ∶ 𝐴𝐶∗𝑋𝑝 → 𝐴∗𝑋𝑝 是转移.则 𝛥!𝐶𝑇 = 0.
证明：由 𝑓!𝐺 ∘ tr𝐻𝐺 = tr𝐻𝐺 ∘𝑓!𝐻 可知,存在交换图:

𝐴∗𝑋𝑝 𝐴𝐶∗𝑋𝑝

𝐴𝐶∗𝑋 𝐴∗𝑋 𝐴𝐶∗𝑋

𝑇

𝛥! 𝛥!𝐶
𝜌∗ 𝑇

因为 𝜌∗ 是满射且 𝑇𝜌∗ = 0. 所以下面这一行的 𝑇 为 0 映射, 因为上图交换所以得
证. ∎
命题 4.5：𝐷𝑊 是群同态.
证明：设 𝑍0和 𝑍1为两个上链,则有

(𝑍0 + 𝑍1)×𝑝 = 𝑍×𝑝0 + 𝑍×𝑝1 + 𝛤,

其中 𝛤位于 𝑇的像中.因此,根据上面的引理 4.2有:

𝛥!𝐶((𝑍0 + 𝑍1)×𝑝) = 𝛥!𝐶(𝑍×𝑝0 ) + 𝛥!𝐶(𝑍×𝑝1 ).

由 𝐷𝑊 的定义即得 𝐷𝑊 为同态. ∎
因为𝐴𝐶∗𝑋 ⊂ 𝐴𝐶∗𝑋𝑘,所以即使 𝑘不包含所有的 𝑝次单位根,我们也可以把𝐷𝑊(𝛼)

看作 𝐴∗𝑋上的多项式 ∑𝑏𝑖𝑙𝑖.
命题 4.6：𝐷𝑊(𝛼)中所有 𝑖不被 𝑝 − 1整除的项 𝑏𝑖𝑙𝑖 均为 0.
把 𝐷𝑊(𝛼)看作最高 (top)陈类 𝜂 = 𝑐top(𝑅)上的多项式.为了更好地看次数,我

们设 𝐷𝑊(𝛼, 𝑡)是 𝐴∗𝑋 ⊗ 𝔽𝑝[𝑡]上的多项式,使得 𝐷𝑊(𝛼, 𝜂) = 𝐷𝑊(𝛼).
与第二章在经典上同调理论中建立 Steenrod运算的操作一样,按照 Brosnan提

供的如下方法 [13],我们构造了代数几何上的 Steenrod运算:
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定义 4.2：(𝑊, 𝑋)的全 Steenrod运算是只有有限项非零的 Laurent级数:

𝑆𝑊• 𝛼(𝑡) ∶= 𝑡𝑑−𝑘𝐷𝑊𝛼(1/𝑡),

其中 𝑑 = dim𝑊且 𝛼 ∈ 𝐴𝑘𝑋.我们将 𝑆𝑊• 𝛼(1)简记为 𝑆𝑊• 𝛼 .这就是全 Steenrod运算.
通过取 𝑆𝑊• 𝛼(𝑡) = ∑𝑆𝑊𝑖 (𝛼)𝑡𝑖 来定义各个次数的运算 𝑆𝑊𝑖 .注意 𝑆𝑊𝑖 把 𝛼的次数降低
(𝑝 − 1)𝑖.
注释 4.3：为了与拓扑记号保持一致,对于 𝑝 ≠ 2的情况,我们定义 𝑃𝑊𝑖 𝛼 = 𝑆𝑊𝑖 𝛼.而
𝑝 = 2时,定义 Sq𝑊2𝑖𝛼 = 𝑆𝑊𝑖 .因为类映射只把周群打到偶数维上同调中,所以周群上
没有降低奇数阶的 Steenrod运算（虽然理论上在motivic上同调中确实有这样的东
西存在）.
注释 4.4：由于 𝐷𝑊𝛼是 𝑡的多项式,所以当 𝑖 > 𝑑 − 𝑘时,有 𝑆𝑊𝑖 𝛼 = 0.
注释 4.5：设 𝛼 ∈ 𝐴𝑘[𝑊, 𝑋] , 我们也可以通过重新设置指标记号的方式来给出
定义: 记 𝑆•𝑊𝛼(𝑡) = 𝑡𝑘𝐷𝑊𝛼(1/𝑡) 并设 𝑆•𝑊𝛼(𝑡) = ∑𝑆𝑊𝑖 𝑡𝑖. 那么自然有 𝑆𝑖𝑊𝛼 ∈
𝐴𝑘+(𝑝−1)𝑖[𝑊, 𝑋].
由命题 4.2可得:

命题 4.7：如果 𝑗 ∶ 𝑈 → 𝑋是 Zariski开集的嵌入,则

𝑗∗(𝑆𝑊• 𝛼) = 𝑆𝑊• (𝑗∗𝛼).

命题 4.8：如果𝑊1和𝑊2是两个包含 𝑋的光滑空间,则

𝑆𝑊1• 𝛼 ∩ 𝑤(𝑇𝑊2) = 𝑆𝑊2• 𝛼 ∩ 𝑤(𝑇𝑊1).

证明：由命题 4.1和定义得
∎

定义 4.3：如果 𝑋光滑,将 𝑆𝑋• 𝛼 记为 𝑆•𝛼.这自然是 𝐴∗𝑋上的运算,因此 𝑆𝑖 把次数
提高了 (𝑝 − 1)𝑖.
注释 4.6：设 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 是光滑簇之间的态射. 则由 Gysin 的函子性可知, 对于
𝛼 ∈ 𝐴∗𝑌有 𝑓!𝐷𝑌(𝛼) = 𝐷𝑋(𝑓!𝛼) [13].因此,

𝑓!𝑆•𝛼 = 𝑆•𝑓!𝛼.

定义 4.4：对于任意嵌入到光滑空间𝑊中的 𝑋,定义

𝑆•𝛼(𝑡) = 𝑆𝑊• 𝛼(𝑡) ∩ 𝜔(𝑇𝑊, 𝑡)−1.

由命题 4.8可知 𝑆•𝛼与 𝜔的选择无关.
注释 4.7：因为周群 CH∗(𝑋)可以嵌入 motivic上同调的 (2∗, ∗)部分,所以 Brosnan
在周群上构造的 Steenrod运算,本质上就是 Voevodsky的 motivic Steenrod运算在
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motivic上同调的 (2∗, ∗)部分上的限制.因此可以看作它的一个特例.

4.2 周群上 Steenrod运算的性质

本节我们将介绍上一节中定义的周群上的 Steenrod运算满足的基本性质,主要
是 Cartan公式和 Adem关系.
设 𝑖 ∶ 𝑋 → 𝑌是闭嵌入,且 𝑌嵌入光滑簇𝑊.由 Fulton在相交理论相关书籍 [15]

的定理 6.2可直接得则有 𝐷𝑊𝐺 (𝑖∗(𝛼)) = 𝑖∗(𝐷𝑊𝐺 (𝛼)).因此有 𝑆𝑊• (𝑖∗𝛼) = 𝑖∗(𝑆𝑊• 𝛼)且
𝑆•(𝑖∗𝛼) = 𝑖∗(𝑆•𝛼).
引理 4.3：如果 𝑋 → 𝑈和 𝑌 → 𝑉是 𝑋和 𝑌到光滑簇的嵌入,则

𝐷𝑈×𝑉(𝛼 × 𝛽) = 𝐷𝑈𝛼 × 𝐷𝑉𝛽.

证明：直接由 Fulton [15]例 6.5.2得到. ∎
定理 4.2 ( Cartan公式)：若 𝛼 ∈ 𝐴∗𝑋且 𝛽 ∈ 𝐴∗𝑌,则

𝑆𝑈×𝑉• (𝛼 × 𝛽) = 𝑆𝑈• 𝛼 × 𝑆𝑉• 𝛽,

𝑆•(𝛼 × 𝛽) = 𝑆•𝛼 × 𝑆•𝛽.

证明：第一个等式直接由引理直接得.第二个等式是 𝑤的可乘性的结果:

𝑤(𝑇(𝑈 × 𝑉)) = 𝑤(𝑇𝑈) ∪ 𝑤(𝑇𝑉). ∎

将注记应用于 𝑋 → 𝑋 × 𝑋嵌入映射中,我们得到如下推论.
定理 4.3 ( Cartan 公式)：对于光滑的 𝑋, 有 𝐷𝑋(𝛼 ∪ 𝛽) = 𝐷𝑋(𝛼) ∪ 𝐷𝑋(𝛽), 以及
𝑆•(𝛼 ∪ 𝛽) = 𝑆•𝛼 ∪ 𝑆•𝛽.
命题 4.9：设 𝑋是包含在光滑空间𝑊中的光滑空间,其法丛为 𝑁 = (𝑇𝑊|𝑋)/𝑇𝑋.设
𝛼 ∈ 𝐴𝑘𝑋,则有:
（1）对任意群 𝐺 ⩽ 𝑆(𝑛),有 𝐷𝑋𝐺 [𝑋] = [𝑋].
（2）𝑆•[𝑋] = [𝑋].
（3）𝑆𝑊• [𝑋] = [𝑋] ∩ 𝜔(𝑁)且 𝑆•[𝑋] = [𝑋] ∩ 𝜔(𝑇𝑋)−1.

（4）𝑆𝑖𝛼 = {
𝛼𝑝, 𝑖 = 𝑘,

0, 𝑖 > 𝑘.
推论 4.1：对于嵌入 d维光滑空间 𝑊 的 𝑋 及 𝛼 ∈ 𝐴𝑘𝑋 而言,当 𝑖 ∉ [0, 𝑑 − 𝑘]时,
𝑆𝑊𝑖 𝛼 = 0 ,当 i=0时, 𝑆𝑊0 是恒等映射.
引理 4.4：设 𝑉是 𝑋上的秩为 𝑟的向量丛,且 𝛼 ∈ 𝐴∗𝑋.则

𝑆𝑊• (𝛼 ∩ 𝑐top(𝑉)) = 𝑆𝑊• (𝛼) ∩ 𝑐top(𝑉)𝑤(𝑉)
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注释 4.8：当 V是线丛 𝐿,上式退化为:

𝑆𝑊• (𝛼 ∩ 𝑐) = 𝑆𝑊• (𝛼) ∩ (𝑐 + 𝑐𝑝).

对于一个环 𝛼 ∈ 𝐴∗𝑋,记 [𝛼]𝑘 为 𝑘次部分.
引理 4.5：当 𝑛 ≠ 0时,有 (𝑆∗[P𝑛])0 = 0.
命题 4.10：假设 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 可以分解为闭嵌入 𝑔 ∶ 𝑋 → P𝑛 × 𝑌 再复合投影
𝑝2 ∶ P𝑛 × 𝑌 → 𝑌.则 𝑆•(𝑓∗𝛼) = 𝑓∗(𝑆•𝛼).
对于任何可以嵌入光滑概形的概形 𝑋,我们已定义了 𝑆•.特别地,它对任何拟射

影概形都有定义.此外,由于 𝑆• 是协变的.为了将 𝑆• 的定义扩展到所有概形,并证
明该扩展对真态射是协变的,可以使用一个 [15]中提到的周包络理论来进行论证.
首先回顾周包络理论（详细内容可以参考 [15].若 𝑋是一个概形,则 𝑋的一个包

络是一个真态射 𝑝 ∶ 𝑋′ → 𝑋,使得对 𝑋的任意不可约子概形 𝑉,都存在 𝑋′的一个不
可约子概形 𝑉′,使得 𝑝把 𝑉′双有理地映到 𝑉.由此可得 𝑝∗ ∶ 𝐴∗𝑋′ → 𝐴∗𝑋是满射.如
果 𝑋′是拟射影的,那么我们就把这个包络 𝑋′被称为周包络.根据 Fulton [15]的引理
18.3,对任意概形 𝑋,都存在一个周包络 𝑝 ∶ 𝑋′ → 𝑋 和一个闭子概形 𝑌,使得 𝑋 − 𝑌
稠密,并且 𝑝将 𝑋′ − 𝑝−1𝑌同构地映到 𝑋 − 𝑌.

假设 𝑝 ∶ 𝑋′ → 𝑋 是一个周包络,且 𝛼 ∈ 𝐴𝑘𝑋 是一个 cycle class.由于我们可以
找到使得 𝑝∗𝛼′ = 𝛼的 𝛼′ ∈ 𝐴𝑘𝑋′,所以自然会想到直接定义

𝑆•𝛼 ∶= 𝑝∗𝑆•𝛼′.

然而,我们必须首先证明这个定义是良定的,即它与 𝛼′及 𝑋′的选择无关.按照 Ful-
ton的思路:如果对任意 𝛼′ ∈ 𝐴∗𝑋′有

𝑆𝑝∗𝛼′ = 𝑝∗𝑆•𝛼′.

那么我们说映射 𝑆 ∶ 𝐴∗𝑋 → 𝐴∗𝑋与 𝑝是相容的.
由于 𝑝 ∶ 𝑋′ → 𝑋是包络,所以至多存在一个与给定 𝑝相容的映射 𝑆.

引理 4.6：若 𝑆 ∶ 𝐴∗𝑋 → 𝐴∗𝑋与一个周包络 𝑝相容,则对任意真态射 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋（其
中 𝑌是拟射影的）,下图交换:

𝐴∗𝑌
𝑆•−→ 𝐴∗𝑌

𝑓∗ ↓ ↓ 𝑓∗
𝐴∗𝑋

𝑆−→ 𝐴∗𝑋
特别地,𝑆与任意其他周包络都相容.
命题 4.11：对于任意概形 𝑋,都存在一个 𝑆 ∶ 𝐴∗𝑋 → 𝐴∗𝑋与所有周包络相容.
由此, 我们可以定义 𝑆• ∶ 𝐴∗𝑋 → 𝐴∗𝑋 为与所有周包络相容的 𝑆. 符合这样条
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件的 𝑆 也必然是唯一的.由引理 10.1,我们知道 𝑆• 与投射概形的真推出交换.如果
𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 是任意真态射,我们可以找到周包络 𝑞 ∶ 𝑌′ → 𝑌 和 𝑝 ∶ 𝑋′ → 𝑋 以及一
个真映射 𝑓′ ∶ 𝑌′ → 𝑋′ 使得 𝑝𝑓′ = 𝑓𝑞.那么,若 𝛼 ∈ 𝐴𝑘𝑌 是一个类,我们可以找到
𝛼′ ∈ 𝐴𝑘𝑌′使得 𝑞∗𝛼′ = 𝛼.那么有:

𝑓∗𝑆•𝛼 = 𝑓∗𝑆•𝑞∗𝛼′ = 𝑝∗𝑓′∗ 𝑆•𝛼′ = 𝑆•𝑝∗𝑓′∗𝛼′ = 𝑆•𝑓∗𝛼.

因此我们得到以下事实.
命题 4.12：若 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋是真态射,则有 𝑓∗𝑆• = 𝑆•𝑓∗.
命题 4.13：设 𝑋和 𝑌是概形.则有:

(i)对于任意 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴𝑘𝑋,有 𝑆•(𝛼 + 𝛽) = 𝑆•𝛼 + 𝑆•𝛽.
(ii)对于任意 𝛼 ∈ 𝐴𝑘𝑋和 𝛽 ∈ 𝐴𝑗𝑌,有 𝑆•(𝛼 × 𝛽) = 𝑆•𝛼 × 𝑆•𝛽.
通过第二章,我们知道在经典的拓扑情形下,Steenrod幂运算与 Bockstein运算

𝛽 共同生成了 Steenrod代数 𝒜(𝑝).这个高度非交换的代数是由集合本身的元素商
掉Adem关系生成的双边理想而得到的.拓扑空间𝑋的上同调𝐻∗(𝑋,F𝑝)是 Steenrod
代数𝒜(𝑝)上的模这一事实对代数拓扑有着深远的影响.
因为 Bockstein运算 𝛽 将拓扑次数增加 1,所以并没有类似于 𝛽 的运算存在作

用于周理论上.因此,我们期望𝒜(𝑝)模去由 𝛽生成的双边理想可以在周群上作用.
对于有限的𝑊和 𝛼 ∈ 𝐴𝑘[𝑊, 𝑋],我们有 𝐷𝑊(𝛼) = 𝜂𝑘𝑆𝛼𝑊𝛼(1/𝜂).我们通过定义

𝐷∞(𝛼) ∶= 𝜂𝑘𝑆𝛼∞𝛼(1/𝜂) 来推广该公式. 注意, 当 𝑊 有限时 𝐷𝑊(𝛼) ∈ 𝐴∗𝐶[𝑊, 𝑋], 而
𝐷∞(𝛼)可能只落在局部化模 𝐴∗𝐶[𝑊, 𝑋]𝑛 中.
定理 4.4：在W有限时,𝑠(𝐷2) = 𝐷2.

令 𝑚 ∶ 𝑅′⊗𝑅′ → 𝑅′ 为乘法映射.设 𝑅 = 𝑅′𝜂.则 𝑅从 𝐴∗𝐵𝐶(𝑝)继承一个分次,
使得 𝜂的次数为 𝑝−1.将 𝐷,𝑚, 𝑠扩展到 𝑅上.那么,由于 𝐷(𝜂1) = 𝜂1(𝜂2−𝜂1)𝑝−1,𝐷
到 𝑅的扩展就在环 (𝑅⊗𝑅)𝜂2−𝜂1 上取值.因此我们把 𝜂⊗1记作 𝜂1,把 1⊗𝜂记作
𝜂2.）记𝑀 = 𝐴∗[𝑊, 𝑋] , 𝐷𝑀 = 𝐷𝑊.由 Cartan公式我们知道 𝐷2可由如下复合得:

𝑀 𝐷𝑀−−→ 𝑀⊗𝑅′ 𝐷
𝑀⊗𝐷−−−−−→ 𝑀⊗𝑅′⊗𝑅′⊗𝑅′ 1⊗𝑠⊗1−−−−−→ 𝑀⊗𝑅′⊗𝑅′⊗𝑅′ 1⊗1⊗𝑚−−−−−−→ 𝑀⊗𝑅′⊗𝑅′

然后我们就可以通过将 𝐷 扩展到 𝑅 而将此映射扩展为 𝐷2 ∶ 𝑀 → (𝑀 ⊗ 𝑅 ⊗
𝑅)𝜂2−𝜂1 .
设 𝜄是 𝑅上满足 𝜂 ↦ 1/𝜂的对合 (involution). 𝑀是任意带有 𝐷𝑀 ∶ 𝑀 → 𝑀⊗𝑅

映射的分次 F𝑝-模, 该映射将次数乘以 𝑝. 记 𝐷𝑀(𝛼)(1/𝜂) ∶= (id⊗ 𝜄) ∘ 𝐷𝑀(𝛼). 定
义 𝑆𝑀(𝛼) ∶= 𝜂𝑘𝐷𝑀(𝛼)(1/𝜂), 并记 𝑆𝑀(𝛼) ∶= ∑𝑖 𝑆𝑖𝑀(𝛼)𝜂𝑖. 对于 𝛼 ∈ 𝑀𝑘, 这表明有
𝐷𝑀(𝛼) = 𝜂𝑘𝑆𝑀(𝛼)(1/𝜂).如上式一样,定义 𝐷2 ∶ 𝑀 → 𝑀⊗ (𝑅 ⊗ 𝑅)(𝜂2−𝜂1).
定理 4.5：设𝑀如上,假设
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(i)对任意 𝛼,有 𝑆𝑖𝑀(𝛼) = 0对 𝑖 < 0成立；
(ii)𝑠(𝐷2) = 𝐷2.

则 𝑆𝑖𝑀 满足 Adem关系.即对 0 < 𝑏 < 𝑝𝑐,

𝑆𝑏𝑀𝑆𝑐𝑀 =
[𝑏/𝑝]

∑
𝑖=0

(−1)𝑏+𝑖((𝑝 − 1)(𝑐 − 𝑖) − 1𝑏 − 𝑝𝑖 )𝑆𝑏+𝑐−𝑖𝑀 𝑆𝑖𝑀.

命题 4.14：如果对于任意有限𝑊, 𝐷𝑊 都上面定理的条件,那么 𝐷∞也同样满足.
定理 4.6：设 𝒜(𝑝)是素数 𝑝 情况下的的 Steenrod代数,𝛽 是 Bockstein运算.那么
𝒜(𝑝)模掉由 𝛽生成的双边理想作用在 𝐴∗[𝑊, 𝑋]上,其中𝑊 要么是嵌入 𝑋的光滑
代数空间,要么𝑊 = ∞.
至此,我们介绍了周群上的 Steenrod运算的构造及其运算性质.接下来,我们将

进入具体问题中,看到周群上的 Steenrod运算如何在拓扑向量丛代数化问题上发挥
作用.
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本章将分三个小节依次介绍拓扑向量丛代数化问题的问题背景、研究现状、4
维光滑仿射簇上秩 2向量丛可代数化的充要条件以及具备代数陈类却不可代数化
的例子的构造.通过这一章,我们可以看到周群上的 Steenrod运算在拓扑向量丛代
数化问题新进展中扮演的关键角色.

5.1 问题背景

如章节名所示,我们要讨论的是拓扑向量丛代数化问题,具体地说就是研究哪
些拓扑向量丛可以提升为代数向量丛.在解释什么叫做代数向量丛,一般的代数向
量丛与拓扑向量丛如何对应之前,让我们先把视野拉回到 1949年韦伊猜想刚被提
出的时候.如我们所知,韦伊猜想处理的是定义在有限域上的射影代数簇上的 Zeta
函数.这一猜想包含了很多内容,或许与我们的主题最相关的是贝蒂数部分的内容.
它说明了有限域上的椭圆曲线与流形的贝蒂数的联系. 韦伊猜想推动了一股科学
研究的浪潮,最终促成了现代代数几何的建立.韦伊也给出了一些代数几何世界存
在着某种整系数的奇异上同调理论的有力证据.最终在格罗滕迪克,塞尔以及其他
许多优秀数学家几十年工作后形成了许多我们熟知和喜爱的上同调理论,如 ℓ-adic
上同调、motivic上同调以及 crystalline上同调.

1955年,塞尔发表了他的 FAC,给出了向量丛与模的具体联系.我们的主题——
拓扑向量丛代数化问题其实就是在考虑模与向量丛的对应,或者具体地说,是复系
数多项式环商环上的有限生成投射模与拓扑向量丛的对应.
我们知道复数域上的仿射代数簇对应了一个复系数多项式环的理想, 于是我

们把定义在这一多项式环商环上的有限生成投射模叫做代数向量丛.事实上,如果
用 V𝑛(𝑋), V𝑎𝑛(𝑋), V𝑡𝑜𝑝(𝑋)分别表示秩 n的代数向量丛,解析向量丛与拓扑向量丛,
则有如下自然映射:

V𝑛(𝑋) → V𝑎𝑛(𝑋) → V𝑡𝑜𝑝(𝑋)

其中能由代数向量丛打到的拓扑向量丛我们称之为可代数化的拓扑向量丛.我
们把从这一映射的象出发回到原象中的代数向量丛的过程称为拓扑向量丛的提升.
有了这个映射后, 自然地, 我们会问这样的问题: 这个从代数向量丛同构类打

到拓扑向量丛同构类的映射是不是单射或者满射,如果不是的话,那么在何情况下
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是,能否给出单射或满射的等价描述？其中拓扑向量丛可代数化的最基础的必要条
件是陈类 𝑐𝑖(ℰ)是代数的,也就是说陈类是 cycle class map: CH𝑖(𝑋) → 𝐻2𝑖(𝑋an; ℤ)
的像. 与这一问题相关的是如何用拓扑向量丛刻画代数向量丛？过去 Schwarzen-
verger [25], Atiyah-Rees [10] 以及 Banica-Putinar [12] 的工作给了低维射影簇情况下很
好的刻画.
上述映射是否单射是否满射这一问题的低维版本在上世纪七八十年代就已被

解决:dim𝑋 ⩽ 3 时, 陈类是代数的等价于拓扑向量丛可以代数化 [23] [18]. 但四维及
以上的高维版本始终是一个开放问题,几十年来未能获得重大进展.所以有数学家
猜想:或许在高维情况下,仅凭陈类是代数的这一条件无法保证拓扑向量丛可以被
代数化,但始终未有人给出例子.对于这一问题,Asok等人在 2019年发表于 Forum
of Mathematics, Sigma的文章 [7] 首次给出否定答案,并构造出了显式的超曲面的例
子.这也是本章所聚焦的核心.事实上,Asok, Fasel, Hopkins工作的成熟与众多相互
关联的数学分支的蓬勃发展密切相关,如 𝔸1 -同伦论的发展 [22], 𝔸1-同伦类与代数
向量丛同构类的等价性被建立；Voevodsky与 Brosnan在周群上建立的 Steenrod运
算 [32] [13].整 Hodge猜想的失效 [30] 也为具备代数陈类却不可代数化的例子的构造

提供了重要的几何基础.

5.2 障碍理论

这一节中,我们将先介绍 𝔸1 -同伦论相关基础,再用它们给出四维二秩拓扑向
量丛可代数化充要条件的具体证明.

5.2.1陈类与基础的障碍理论

将 BGL𝑛 写作 GL𝑛 的分类空间 [22]. 映射 GL𝑛 → 𝔾𝑚 诱导了分类空间的映射
BGL𝑛 → B𝔾𝑚.若 𝑋 → BGL𝑛 是一个表示光滑概形 𝑋上秩 𝑛向量丛的映射的同伦
类,则复合映射 𝑋 → BGL𝑛 → B𝔾𝑚 表示该向量丛的线丛.BGL𝑛 的一些 𝔸1-同伦层
也在Morel [21]中得到了计算.

引理 5.1：存在这样两个自然的同构 𝜋𝔸11 (BGL𝑛)
∼−→ 𝔾𝑚 和 𝜋𝔸12 (BGL2) ≃ KMW

2 .

BGL𝑛 的 motivic 上同调是定义在一个点上的多项式代数, 带有 n 个双分次
(2𝑖, 𝑖)参数 𝑐𝑖（准确定义可参见 Pushin [24]）.由 Voevodsky的motivic上同调的（不
稳定）𝔸1-可表性 [14]可知,每个 𝑐𝑖 对应于一个映射的 𝔸1-同伦类

𝑐𝑖 ∶ BGL𝑛 → 𝐾(ℤ(𝑖), 2𝑖).
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存在 𝔸1-弱等价 Gr𝑛 → BGL𝑛,其中 Gr𝑛 是无穷 Grassmann流形 [22] .因而我们
可以固定一个合适的 BGL𝑛 和 𝐾(ℤ(𝑖), 2𝑖)的合适 𝔸1-model使得上述映射的 𝔸1-同
伦类由空间的态射 Gr𝑛 → 𝐾(ℤ(𝑖), 2𝑖)表示出来.
从 𝔸1-同伦层的角度来看, 我们可以发现 𝐾(ℤ(𝑛), 2𝑛) 并不是一个 Eilenberg–

Mac Lane空间.然而,我们可以用两种方式描述它的 𝔸1-同伦层.第一种描述由 mo-
tivic上同调的 𝔸1-可表性的给出.第二种陈描述则由 Nesterenko–Suslin–Totaro定理
给出,具体可参考Mazza-Voevodsky-Weibel [19].

引理 5.2：有这样一个对 𝐾(ℤ(𝑛), 2𝑛) 的 𝔸1 同伦群的上同调刻画: 存在典范同构
𝜋𝔸1𝑖 (𝐾(ℤ(𝑛), 2𝑛)) ≃ ℋ2𝑛−𝑖,𝑛,其中ℋ2𝑛−𝑖,𝑛 是预层 𝑈 ↦ 𝐻2𝑛−𝑖,𝑛(𝑈, ℤ)的层化.特别
地,𝐾(ℤ(𝑛), 2𝑛)是 𝔸1-(𝑛 − 1)-连通的,并且其首个非零的 𝔸1-同伦层就是 KM

𝑛（第 𝑛
个非分歧的Milnor 𝐾-理论层）.

理想情况下, 我们可以通过对映射 (𝑐1, 𝑐2) ∶ BGL2 → 𝐾(ℤ(1), 2) × 𝐾(ℤ(2), 4)
的 Moore–Postnikov 分解导出的阻碍理论问题的研究出发, 来探究带有给定陈类
(𝑐1, 𝑐2) 的秩 2 向量丛的存在性.”𝐾(ℤ(𝑛), 2𝑛)不是 Eilenberg–Mac Lane空间”这一
事实将给我们带来众多技术上的困难. 但是我们利用上述引理给出其同伦层的等
价描述又能帮我们把这些困难问题简单化.

𝐾(ℤ(𝑛), 2𝑛) 的 𝔸1-Postnikov 塔的第一层给出一个自然的从 𝐾(ℤ(𝑛), 2𝑛) 到
𝐾(KM

𝑛 , 𝑛)的映射.特别地,将第 𝑛陈类与此映射复合,就可以得到映射:

𝑐′𝑛 ∶ BGL𝑟 → 𝐾(KM
𝑛 , 𝑛).

5.2.2主定理的证明——同伦层与 Moore–Postnikov分解

考虑映射

(𝑐′1, 𝑐′2) ∶ BGL2 → 𝐾(KM
1 , 1) × 𝐾(KM

2 , 2),

其中 𝑐′1和 𝑐′2为 𝑐′𝑛所述映射.我们的目标是分析此映射的同伦纤维.记 𝐹2为 (𝑐′1, 𝑐′2)
的 𝔸1-同伦纤维.由引理 5.1可知,存在典范同构 𝜋𝔸11 (BGL2) ≃ 𝔾𝑚,且映射 𝑐′1 给出
𝔸1-基本群层的同构.因此,我们可以考虑一个变体版本的阻碍理论问题,并且考虑
𝔾𝑚 在 𝔸1-同伦纤维上的 𝔸1-同伦层的作用.我们首先可以确定 𝐹2 相关的 𝔸1-同伦
层以及 𝔾𝑚 的作用（这一部分可以参考 Asok-Fasel [5]）.
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命题 5.1：存在典范同构: 𝜋𝔸12 (𝐹2) ≃ I3 , 𝜋𝔸13 (𝐹2) ≃ 𝜋𝔸
1
3 (BGL2) ≃ 𝜋𝔸

1
2 (SL2).

定理 5.1：设 𝑋为特征不等于 2的代数闭域上的 4维光滑仿射簇,固定 𝑋上的线丛
𝐿,其第一陈类为 𝑐1 ∈ CH1(𝑋).给定第二陈类 𝑐2 ∈ CH2(𝑋),则 (𝑐1, 𝑐2)是带 𝐿线丛
的秩二拓扑向量丛的第一和第二陈类当且仅当 Sq2𝑐2 + 𝑐1 ∪ 𝑐2 = 0 [7].
证明：这一定理的证明主要分四步:
第一步: 分析主阻碍. 由命题 5.1,我们可以知道映射 𝑋 → BGL2的提升 𝜓的主

阻碍是 𝐻3(𝑋, I3(𝐿))中的一个等价类.
第二步: 分析次阻碍. 若主阻碍消失, 则我们可以选一个 (𝑐1, 𝑐′2) 的 Moore–

Postnikov分解的第二层的提升.选定提升后,得到次阻碍 𝜂 ∈ 𝐻4(𝑋, 𝜋𝔸13 (𝐹2)(𝐿)).由
命题 5.1,这个阻碍是 𝐻4(𝑋, 𝜋𝔸13 (BGL2)(𝐿))的元素.虽然看起来 𝜂依赖于提升的选
择, 但我们可以声称 𝐻4(𝑋, 𝜋𝔸13 (BGL2)(𝐿)) = 0, 也就是说阻碍不依赖于提升的选
取,这一部分可以参考 Asok-Fasel [4].
第三步: 提升到 BGL2 上去. 由于次阻碍消失, 可选择一个映射 Moore–

Postnikov 分解的第三层的提升. 因 𝑋 的 Nisnevich 上同调维数为四, 所以不会再
有更高的提升了, 并且我们可以任意地选择 𝑋 对映射 (𝑐1, 𝑐′2) 在 Moore–Postnikov
分解第四层的提升. 并且, 再次利用 𝑋 的 Nisnevich 上同调维数为四这一事实, 可
以知道在分解到第四层后, 所有的提升都是唯一确定的. 因此, 由与 Asok-Fasel [4]

相同的论证, 我们可以得到 [𝑋,BGL2]𝔸1 的一个元素. 综合之前步骤的讨论, 我们
可以发现:(𝑐1, 𝑐2) ∈ CH1(𝑋) × CH2(𝑋) 是 [𝑋,BGL2]𝔸1 的提升的的充要条件是
Sq2𝑐2 + 𝑐1 ∪ 𝑐2 ∈ CH3(𝑋)/2等于零.
第四步: 几何化. 最后, 应用 Morel 的向量丛 𝔸1-可表性定理 Asok-Hoyois-

Wendt [6],将 [𝑋,BGL2]𝔸1 等同到 𝒱2(𝑋)上去.
由此该定理证毕. ∎

5.3 不可代数化拓扑向量丛的例子

上一节中,我们给出了四维二秩拓扑向量丛可代数化的充要条件.在这一节中,
我们将利用这一充要条件,给出不可代数化的例子,以此说明确实存在具备代数陈
类却不可代数化的拓扑向量丛,即在四维及以上条件下,仅凭”陈类是代数的”无法
保证拓扑向量丛可代数化.
如果 dim𝑋 < 3,则 𝐶𝐻3(𝑋)根据定义是平凡的；如果 dim𝑋 = 3,则 𝐶𝐻3(𝑋)是

可除的；因此当 dim𝑋 ⩽ 3时,𝐶𝐻3(𝑋)/2是平凡的.所以,能够支持我们所设想的非
平凡例子的最小维数是四维.
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命题 5.2：假设 𝑌是一个维数 ⩾ 4的光滑射影簇,𝑍是 𝑌上的一个 ample的超曲面
（即 𝒪𝑌(𝑍)是一个 ample线丛）,设 𝑋 ∶= 𝑌 ∖ 𝑍.如果类映射 𝐶𝐻𝑖(𝑌) → 𝐻2𝑖(𝑌an, ℤ)
在 𝑖 ⩽ 2情况下是同构,那么类映射 𝐶𝐻𝑖(𝑋) → 𝐻2𝑖(𝑋an, ℤ)在 𝑖 ⩽ 2时是单射 [7].
取一个固定的同构 𝐶𝐻∗(ℙ1 ×ℙ3) ≅ ℤ[𝜉, 𝜇]/⟨𝜉2, 𝜇4⟩（这里 𝜉和 𝜇的次数为一）

.如果 𝑍是一个 (𝑑1, 𝑑2)双分次的光滑超曲面,那么在此同构下 [𝑍] = 𝑑1𝜉 + 𝑑2𝜇.我
们现在在低次下计算 ℙ1 × ℙ3中 𝑍补集的周群.

命题 5.3：假设 𝑍 ⊂ ℙ1 ×ℙ3是一个 (𝑑1, 𝑑2)双分次的超曲面,满足 𝑑1 ≠ 0, 𝑑2 ≠ 0.
令 𝑔 = gcd(𝑑1, 𝑑2)并选取𝑚和 𝑛使得𝑚𝑑1+𝑛𝑑2 = 𝑔.如果 𝑋 ∶= ℙ1×ℙ3 ∖𝑍,那么

𝐶𝐻1(𝑋) ≅ ℤ/𝑑1ℤ⊕ ℤ/𝑑2ℤ, 且 𝐶𝐻2(𝑋) ≅ ℤ/𝑔ℤ⊕ ℤ/(𝑑22/𝑔)ℤ.

在第一个同构下,ℤ/𝑑1ℤ由 𝜉 的像生成,而 ℤ/𝑑2ℤ由 𝜇 的像生成.在第二个同构下,
𝜉𝜇 被映到 (1, −𝑚𝑑2/𝑔), 而 𝜇2 被映到 ℤ/(𝑑22/𝑔)ℤ 的一个生成元. 如果 𝑑1 ∤ 𝑑2 且
𝑑2 ∤ 𝑑1（例如 gcd(𝑑1, 𝑑2) = 1）,那么可以假定 𝜉𝜇 在 𝐶𝐻2(𝑋)上的限制是非平凡
的 [7].

证明：只需确定映射 𝐶𝐻𝑗−1(𝑍) → 𝐶𝐻𝑗(ℙ1 × ℙ3). 由于 𝑖∗ ∶ 𝐶𝐻𝑗−1(ℙ1 × ℙ3) →
𝐶𝐻𝑗−1(𝑍) 对 𝑗 ⩽ 2 是同构, 那么我们只需计算映射 𝑖∗𝑖∗ ∶ 𝐶𝐻𝑗−1(ℙ1 × ℙ3) →
𝐶𝐻𝑗(ℙ1 × ℙ3)的 cokernel.

根据定义,[𝑍] ∈ 𝐶𝐻1(ℙ1 × ℙ3)恰好是 𝑑1𝜉 + 𝑑2𝜇.那么上面叙述的第一个同构
即可由此得出:𝐶𝐻1(𝑋) ≅ ℤ𝜉 ⊕ ℤ𝜇/⟨𝑑1𝜉 + 𝑑2𝜇⟩.对于第二个同构,我们可由如下步
骤得到:
考虑映射 𝑖∗𝑖∗在 𝐶𝐻1(ℙ1 × ℙ3)的基 𝜉, 𝜇和 𝐶𝐻2(ℙ1 × ℙ3)的基 𝜉𝜇, 𝜇2下的矩

阵表示.这个矩阵不是对角矩阵,但可以化成史密斯标准型.
特别地,映射 𝑖∗𝑖∗ 的 cokernel可以从对角矩阵 diag(𝑔, 𝑑22/𝑔)的 cokernel得出,

这正是命题所描述的结果.而关于 𝜉𝜇和 𝜇2的像的部分可以直接由此推出. ∎

定理 5.2：假设 𝑍 ⊂ ℙ1 × ℙ3 是一个定义在 ℚ 上的 (3, 4) 双分次的光滑复超曲
面, 它在模掉某个素数 𝑝 （或者说定义在 𝔽𝑝 上）的意义下可以化为奇异超曲面
𝑦30𝑥40+𝑦20𝑦1𝑥41+𝑦0𝑦21𝑥42+𝑦31𝑥43 .类 𝜉𝜇和 𝜉𝜇2从ℙ1×ℙ3在 𝑋 = (ℙ1×ℙ3)∖𝑍上的限
制都是非平凡的,并且如果 𝜓是 𝜉𝜇 ∈ 𝐶𝐻2(𝑋)的像,那么 Sq2𝜓 ≠ 0 ∈ 𝐶𝐻3(𝑋)/2 [7].

证明：由 Cartan公式 [32] （注意到因为 𝐻3,1(𝑊, ℤ)对任何光滑概形 𝑊 都消失,所
以 Sq1(𝜉) = Sq1(𝜇) = 0,）, 在 𝐶𝐻∗(ℙ1 × ℙ3) 中有 Sq2(𝜉𝜇) = 𝜉𝜇2 + 𝜉2𝜇 = 𝜉𝜇2.

68



第 5章 应用:拓扑向量丛代数化的阻碍

因为根据构造可以知道, 周群上的 Steenrod 运算与光滑概形间的态射的拉回相容,
所以 Sq2(𝜓)是非平凡的实际上是因为 𝜉𝜇 和 𝜉𝜇2 在 𝑋 上的限制是非平凡的.由于
gcd(3, 4) = 1,𝜉𝜇 在 𝑋 上的限制是非平凡的这一事实可以直接由命题 5.2得出.因
此,剩下需要证明 𝜉𝜇2在 𝑋上的限制是非平凡的.
为此,我们可以使用 Totaro的一个想法,他证明了 𝑍 中的每条曲线在 ℙ1 上的

次数是偶数 [30] . 通过这一陈述, 我们可以直接得到出 𝑍 上的 1-闭链 𝐶 的 𝑖∗[𝐶] 具
有 2𝑟𝜉𝜇2 + 𝑠𝜇3 的形式.特别地,𝜉𝜇2 不在 𝑖∗ 的像中,也不在模 2周群相应的映射的
像中,因此它在 𝐶𝐻3(𝑋)/2上的限制是非平凡的.（注意:最后这部分的观察又一次
说明了 𝜉𝜇 在 𝑋 上的限制是非平凡的的事实, 因为它可以直接从上面:Sq2(𝜓)（即
Sq2(𝜉𝜇)在 𝑋上的限制 𝜉𝜇2）是非平凡的这一陈述得出.） ∎

推论 5.1：假设 𝑋 是一个如定理 5.2 所描述的簇. 那么对于一个给定的 𝑐top2 ∈
𝐻4(𝑋an, ℤ), 存在唯一的一个在 𝑋an 上的拓扑向量丛 𝐸an 满足 𝑐top1 (𝐸an) = 0 且
𝑐top2 (𝐸an) = 𝑐top2 . 如果 𝑐top2 是 𝜉𝜇 在类映射下的像, 那么带 (0, 𝑐top2 ) 陈类的拓扑向
量丛具有代数的陈类,但却不是代数化的 [7].

证明：如在定理 5.1 的证明中所讨论的, 映射 (𝑐top1 , 𝑐top2 ) ∶ 𝒱top
2 (𝑋) → 𝐻2(𝑋an, ℤ) ×

𝐻4(𝑋an, ℤ) 是保基点的双射. 因此, 一个陈类对 (0, 𝑐top2 ) 决定了 𝑋an 上唯一的秩为
二的拓扑向量丛. 在 𝑐top2 是 𝜉𝜇 在限制下的像的情形中, 由定理 5.2 可以直接得出
Sq2(𝜉𝜇) ≠ 0 ∈ 𝐶𝐻3(𝑋)/2.因此,这是前面定理的直接推论. ∎
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结 论

代数拓扑所具有的重要作用不仅体现在促进代数拓扑自身繁荣发展上, 更体
现在其与其他数学分支的联动上, 如幂运算助力代数几何问题的解决以及高阶范
畴语言越来越广泛地应用在各个领域问题及证明的描述上. 因此本文主要有介绍
代数拓扑本身理论以及展示其跨分支的应用价值两个目的:
（1）本文完整地展示了经典上同调理论上的 Steenrod运算、周群上的 Steenrod

运算以及拓扑 K理论上幂运算的相关构造与性质,不同章节相互呼应,方便读者对
照阅读,加深理解；
（2）本文通过对具体例子的计算,体现了上同调运算,特别是幂运算与 Steenrod

运算在代数拓扑和代数几何中的应用价值. 本文在 2.2 节末尾通过具体例子的详
细计算展现了 Steenrod 运算对拓扑空间精细结构的识别能力, 也在第五章展现了
Steenrod 运算这一代数拓扑工具在代数几何领域的拓扑向量丛代数化问题的推进
上发挥的关键作用.
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